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Sazetak

U zavr$snom radu detaljno je opisana Mohrova kruznica naprezanja i njena primjena u
odredivanju ravnina sloma u Mohr-Coulomb-ovu materijalu, odnosno u elasto-plasticnom
modelu tla. Opisan je i pojam grani¢nog stanja naprezanja tla i primjena Mohrove kruznice i
sustava kruznica Goluskevica u odredivanju ravnina sloma.

Kljucne rijeci; Mohrova kruznica za ravninsko stanje naprezanja, Mohrova kruznica za
prostorno stanje naprezanje, grani¢no stanje naprezanja tla, Mohr-Coulombov zakon, ravnine

sloma, sustav kruznica Goluskevica.



Summary

In this final work is in detail described Mohr's circle and it's use in determination of slip
planes in Mohr-Coulomb material, that is in elasto-plastic model of soil. It is also described term
of boundary state of stress in soil and application of Mohr's circle and S. Golushkevich system of
circles in determination of slip planes.

Key words;Mohr circle for the plane stress state, Mohr circle for three-dimenstonal stress
state, boundary state of stress in soil, Mohr-Coulomb law, slip planes, S. Golushkevich system of

circle.
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1. Uvod

Christian Otto Mohr roden je u Njemackoj u gradu Wesselburen 8. listopada 1835. godine, a
umro je 2. listopada 1918. godine u Dresdenu u Njemackoj. 1851. godine upisuje Politehnicki
Institut u Hannoveru gdje studira gradevinsko inzenjerstvo. Nakon zavrSenog studija radio je kao
inzenjer za drzavne zeljeznice Hannovera i Oldenburga, a 1867 postao je profesor mehanike i
gradevinarstva na Tehnickom sveuciliStu u Stuttgartu, te od 1873 i na Sveucilistu u Dresdenu.
Kao profesor radio je do 1900. godine odnosno do umirovljenja. Mohr se tijekom svog
profesionalnog rada ostvario i kao autor. 1860.-te godine objavio je svoju prvu publikaciju gdje
je na teoriji kontinuiranih greda iznio jednadzbu triju momenata u opéem obliku. Godine 1868.
primijetio je da diferencijalna jednadzba elasticne linije ima jednak oblik kao i krivulja
uspinjaa, tada je razvio metodu utjecajnih linija zbog koje je moguée odrediti izvijanje
optere¢ene grede razliCitih popre¢nih presjeka bez nuznih integracija diferencijalnih jednadzbi.
Zatim je 1874. godine neovisno i samostalno dosao do ponovnog otkri¢a metode za odredivanje
tlacnih naprezanja u staticki neodredenim okvirima, tu metodu je deset godina ranije objavio
Maxwell. Otto Mohr je najpoznatiji po Mohrovoj kruznici naprezanja koju je opisao 1882.

godine i koja ¢e biti detaljno obradena u ovom radu.[6]

1.1. Mohrova kruznica

Mohrova kruznica je metoda kojom se koristimo kako bi prikazali ravninsko ili prostorno
stanje naprezanja graficki. Prvi prijedlog za graficko odredivanje naprezanja predlozio je Carl
Culmann 1866. godine a kasnije ga je usavrSio Otto Mohr[6]. Pomo¢u Mohrove kruznice
naprezanja moguce je graficki prikazati promjene komponenata naprezanja u promatranoj tocki
napregnutog tijela pri zakretanju ravnine presjeka kroz tu tocku. JednadZba Mohrove kruznice je

sljedeceg oblika;

(- 222 )2 + 22, = (222)° (11.1)

Gdje je;
o, — hormalno naprezanje u proizvoljnoj ravnini
Typ — POSMICNO naprezanje u proizvoljnoj ravnini
01, 0, — glavna naprezanja

Polumjer kruznice je duzina;




SrediSte Mohrove kruznice nalazi se u tocki;
o1+ O
S ( 1 - 2 ’ 0)

Koordinate toCaka Mohrove kruznice naprezanja su jednake normalnoj i posmicnoj
komponenti naprezanja koje djeluju na nekoj ravnini koja je polozena kroz promatranu tocku
napregnutog tijela.

Prilikom konstrukcije Mohrove kruznice potrebno je slijediti odredena pravila;

- Normalno naprezanje crta se kao apscisa tocke

- Posmicno naprezanje crta se kao ordinata tocke

- Normalno vlacno naprezanje je pozitivno i crta se desno od osi T

- Normalno tla¢no naprezanje je negativno i crta se lijevo od osi t

- Ako posmicno naprezanje djeluje u smjeru gibanja kazaljke na satu crta se iznad osi ¢
- Ako posmicno naprezanje djeluje u smjeru suprotnom od smjera gibanja kazaljke na

satu crta se ispod osi o

UT% rl;x
B T
UX .
Y A _
Tay 4
< i
B 50
¢ =100 MPa i
cy=-80 MPa 3
T T T T T T T T T T T T T T
T7-50 MPa © 100 o
T,=50 MPa
A
-T

Slika 1.1.1. Crtanje tocaka Mohrove kruznice s obzirom na predznake

Vise o konstrukciji Mohrove kruznice i njenom izvodu bit ¢e obradeno u nastavku ovog rada.



1.2. Mohr-Coulombov zakon

Mohr-Coulombov zakon sloma najée$c¢e se koristi u mehanici tla kako bi se slom u tlu mogao
jednoznacno odrediti, te kako bi odredili vrijednost posmic¢ne ¢vrstoce tla. Posmi¢na ¢vrstoca je

prema Mohr-Coulombovom zakonu ima oblik;

7=c' + 0, tang’ (1.2.1)

Gdje je;
Tp-posmicno naprezanje/posmicna Cvrstoca tla
¢’ - kohezija
oy, - normalno efektivno naprezanje
@' - kut unutarnjeg trenja
Normalno efektivno naprezanje (o) djeluje na istoj ravnini kao i posmi¢no naprezanje (7y),
pa se ta ravnina naziva ravninom sloma. Kohezija i kut unutarnjeg trenja nazivaju se efektivnim
parametrima posmiéne ¢vrstoce tla. Jednadzba posmicne ¢vrstoce prema Mohr—Coulombovom
zakonu definira pravac u koordinatnom sustavu gdje se na 0s apscise nanose vrijednosti
normalnog naprezanja (o), a na os ordinate vrijednosti posmi¢nog naprezanja (t). Tom pravcu,
kojeg nazivamo anvelopa sloma, je parametar kohezije (c') odsje¢ak na ordinati, dok mu je kut

unutarnjeg trenja (¢") nagib u odnosu na os apscisu, to jest u odnosu na horizontalu.

ravnina sloma lq

anvelopa sloma

Slika 1.2.1. Anvelopa sloma
Otto Mohr je odredio da slom u tlu slijedi kada anvelopa sloma tangira Mohrovu kruznicu
naprezanja, dok je Carl Culmann definirao da je anvelopa sloma linearna, odnosno da s porastom
normalnog naprezanja raste i vrijednost posmi¢nog naprezanja. Tocke g, i o3 su tocke u kojima
Mohrova kruZnica sijeée os apsScise i one odreduju glavna efektivna naprezanja pri slomu tla. o
je vece glavno naprezanje i ono djeluje na horizontalnoj povrsini uzorka, dok je a3 manje glavno

naprezanje koje djeluje na vertikalnoj povrsini uzorka. Na ravninama na kojima djeluju ova
3




naprezanja posmic¢na naprezanja su jednaka O i te ravnine nazivamo glavnim ravninama
naprezanja. Prilikom odredivanja pola ove Mohrove kruznice kroz tocku (o7, 0) provlac¢imo
horizontalni pravac koji je paralelan s ravninom na koju djeluje naprezanje oy, a kroz toc¢ku
(a3,0) vucemo vertikalni pravac koji je pralelan s ravninom na kojoj djeluje o3. Sjeciste tih
pravca na Mohrovoj kruznici definira pol P. U ovom slucaju pol Mohrove kruznice pada u tocku
(03,0). Tocka u kojoj anvelopa sloma dira Mohrovu kruznicu oznacava se slovom A i ona
definira naprezanja (oy, 75), ta naprezanja djeluju na ravnini koja je pod nagibom 6. Nagib 6,

definira pravac koji dobivamo ako spojimo pol Mohrove kruznice i to¢ku A, za kut 8, vrijedi;

20,= 90° + ¢
_ro s @
Hf— 45° + >

Posmicna Cvrstoca tla 7y definirana ordinatom tocke A, a ravnina sloma nagibom 6y u

odnosu na horizontalu[8].



1.3. Stanje naprezanja tijela

Kada govorimo o stanju naprezanja u materijalu govorimo o linijskom, ravninskom ili
prostornom stanju naprezanja. U slucaju da vektori punog naprezanja za sve presjene ravnine
postavljene kroz promatranu tocku napregnutog tijela ¢ine prostorni snop takvo stanje naprezanja
nazivamo prostornim stanjem naprezanja. Kada vektori punog naprezanja za sve presjecne
ravnine kroz promatranu to¢ku leZe u jednoj ravnini radi se o ravninskom stanju naprezanja, a za
slucaj kada su svi ti vektori kolinearni radi se 0 linijskom stanju naprezanja. Da pojasnimo
vektore punog naprezanja potrebno je prvo upoznati pojam naprezanja, te njegove komponente.
Promatramo neko ¢vrsto tijelo na koje djeluju vanjske sile i u takvom stanju je ono u stanju
ravnoteze. Pretpostavimo da smo to tijelo presjekli na dva dijela nekom ravninom R (polozaj
ravnine presjeka odreden je vektorom vanjske normale 77), kroz toku B koja je definirana sa

svoje tri koordinate u koordinatnom sustavu.

Slika 1.3.1. Tijelo u ravnotezi pod djelovanjem vanjskih sila



..

._

Slika 1.3.2. Raspodjela unutarnjih sila po povrsini presjeka
Ako odbacimo dio 2 i promatramo samo dio 1 potrebno je u presjeku prikazati sile kojima
smo nadomjestili djelovanje dijela 2. Te sile prikazujemo na nacin da oko tocke B(x,y,z)
izdvojimo elementarnu povrSinu AA te se pretpostavlja da na toj povrSini djeluju unutarnje sile
koje prikazujemo kao glavni vektor sila AF i glavni moment AM. Kada se podjeli glavni vektor
AF s povrSinom na kojoj djeluje AA dobiva se vrijednost koja s naziva srednje naprezanje na

elementu povrSine AA.

— 5 AF
Pn ST= 44 (1.3.1.)

Gdje je;
Dn sr — Srednje naprezanje na elementu povrsine 44
AF —sila
AA — povrsina
Kada pretpostavimo da se elementarna povrsina stalno smanjuje, no u sebi uvijek obuhvaca
tocku B(x,y,z) onda srednje naprezanje poprima svoju grani¢nu vrijednost i naziva se puno,
odnosno totalno naprezanje u tocki B(x,y,z) presjeka odredenog normalom 7.

Vrijedi;

— ... AF dF
pn=AlAr_r>1()ﬂ=a (1.3.2)




Gdje je;

Pn — puno/totalno naprezanje u tocki

AF —sila

AA — povrsina

Kod oznake za vektor punog naprezanja indeks n oznaCava ovisnost tog naprezanja o

orijentaciji ravnine na kojoj to naprezanje djeluje, prema tome dobivamo razli¢ite vektore
naprezanja za razli¢ito orijentirane ravnine koje su polozene kroz istu tocku tijela. Stanje
naprezanja u nekoj to¢ki tijela odreduje skup svih vektora punog naprezanja na svim ravninama
koje su polozene kroz promatranu tocku tijela. Skup svih stanja naprezanja u svim to¢kama

tijela naziva se Napregnuto stanje tijela[1].



2. Izvod Mohrove kruznice

Prilikom odredivanja naprezanja primjenom metode Mohrove kruznice potrebno je postivati
dogovoren predznak posmicnih naprezanja. Prema tom dogovoru predznak posmicnih
naprezanja je pozitivan ako je vanjsku normalu promatrane ravnine potrebno rotirati za 90° u
smjeru gibanja kazaljke na satu kako bi se ona poklopila sa smjerom posmi¢nog naprezanja. U
suprotnom, dakle kada je vanjsku normalu ravnine potrebno rotirati u smjeru suprotnom od
smjera gibanja kazaljke na satu kako bi se ona poklopila s posmi¢nim naprezanjem, tada je to
naprezanje negativnog predznaka. Ovakav dogovor je bio potreban kako bi gibanje tocke na
Mohrovoj kruznici imalo isti smisao kao i rotacija normale promatrane ravnine (objasnjeno u

nastavku teksta).

n n

— L

T.=>0 T.<<0

Slika 2.1.1. Predznak posmicnih naprezanja

2.1. Izvod Mohrove kruznice za ravninsko stanje naprezanja

Promatramo toc¢ku napregnutog tijela, zadana su glavna naprezanja oy i g,, moguce je
odrediti komponente naprezanja u kosome presjeku ¢ija se normala nalazi pod nekim kutem ¢ u

odnosu na horizontalu. Normalno i posmi¢no naprezanje u tom presjeku su oblika;

_01t0; | 01—

oy —T+Tazcos 2¢ (2.1.1)

Gdje je;
0,, —hormalno naprezanje u proizvoljnoj ravnini
01, 0, — glavna naprezanja

@ — kut izmedu horizontale i normale proizvoljne ravnine




0,— ©
Tyy = L > 2sir12<,0 (2.1.2)

Gdje je;
Ty — pOSMiCno Naprezanje u proizvoljnoj ravnini
01, 0, — glavna naprezanja

¢ — kut izmedu horizontale i normale proizvoljne ravnine

y

- X

T, O,

Slika 2.1.2.Komponente naprezanja u tocki napregnutog tijela

Izvod parametarskih jednadzbi Mohrove kruznice, odnosno izraza (2.1.1.) 1 (2.1.2.) :

Iz ravnoteze horizontalnih sila (slika 2.1.2.) 1 uzimaju¢i u obzir da se podrucje ravnine na kojem

djeluju ponasa kao dA

YFy = 0,dA — 0,dA cos® ¢ — o,dAsin® ¢ — Ty, dAcos@sing — Ty, dAsing cosg =0

Op = 0y C0s* @ + 0, sin® @ + 2 T, sing cos ¢

Vrijedi:

1tcos2¢
2

1-cos2¢

2
, sin“¢@ = .

cos? @ = , sin2¢ = 2singcos g

Slijedi:

(ax + ay) (ax B Uy)
o, = > + >

COS 2¢ + 1, SiN 2¢ (2.1.3)

Isto vrijedi i za ravnotezu vertikalnih sila
YFy, = 1,dA+ oydAcos @sing — g,dAsin@cos@ — Ty, dAcos? ¢ + T,ydAsin® ¢ = 0
T, = —(0, — 0y) sin@ cos ¢ + 1., (cos? ¢ — sin? p)
Vrijedi:
cos? ¢ — sin? ¢ = cos 2¢, sin2¢ = 2sing@ cos @

9




Slijedi:

0,— 0
T, = —(Ty)sin 2¢ + 1, COS 2¢ (2.14)

Kada se izrazi (2.1.1.) i (2.1.2) za normalno i posmi¢no naprezanje u u-v koordinatnom

sustavu kvadriraju i zbroje dobit ¢emo jednadzbu kruznice oblika;

(o - %)2 +12, = (M)2 (2.1.5.)

2

Gdje je;
0,, — hormalno naprezanje u proizvoljnoj ravnini
Tyuy — POSMICNO naprezanje u proizvoljnoj ravnini
01, 0, — Qglavna naprezanja

Prikaz izvoda izraza (2.1.5.);

o1+ O; 01— O
au=%+%0052g0

_ 01— 0y . 2
Ty = ———sin2¢

o1+ O; 01— O
o, — === “—cos2¢ /?

01— O: .
Tyy = %stga/2

2 2
o1+0: 01— O
(Gu_ 12 2) = (12 2) cos® 2¢

+

_\2
12, = (%) sin? 2¢ [trigonometrijske funkcije; sint+cos2t=1]

2 2
o1+0> 2 _ 01— 03
(Uu 2 ) + Ty = ( 2 )

Iz opcenitog oblika jednadZbe kruznice:
(x—p)?+ (@ —-q?*=R?
Vidljivo je da je polumjer kruznice duzina:

01 — 0y

2

R =
Srediste kruznice u toc¢ki:

s(%5%,0)
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Prilikom crtanja Mohrove kruznice sluzimo se koordinatnim sustavom u kojem se na os
apscise nanose normalna naprezanja, a na os ordinate posmic¢na naprezanja koja djeluju na nekoj
ravnini koja je polozena kroz promatranu tocku napregnutog tijela.

Na sljedec¢oj skici bit ¢e prikaz konstruirane Mohrove kruznice naprezanja, ako su zadana
glavna naprezanja o; i g, , te na¢in odredivanja komponenata normalnog i posmi¢nog naprezanja

u proizvoljnom presjeku zadanom normalom u pod nekim kutem ¢.

y.‘"‘ ‘I‘!

<

_ Ty

Slika 2.1.3.Komponente glavnih naprezanja u tocki napregnutog tijela

Slika 2.1.4. Konstrukcija Mohrove kruznice ako su zadana glavna naprezanja
Na slici 2.1.3. prikazan je presjek s komponentama glavnih naprezanja pomocu kojih crtamo
Mohrovu kruznicu naprezanja, ¢ija konstrukcija je prikazana na slici 2.1.4. U koordinatnom

sustavu o, 7 odredimo to¢ke N; (a4,0) i N, (03, 0). Duzina N;N, je promjer Mohrove kruznice
11



pomocu kojeg se konstruira kruznica ¢ije je srediSte na osi apscise to jest na polovini duZine
N;N,. Iz to¢ke N, (ujedno je i pol Mohrove kruznice) vu¢emo pravac pod kutem ¢ kako bismo
dobili normalu presjeka ravnine na kojoj moramo odrediti naprezanja a,, i T,

Kada rotiramo normalu presjeka za kut ¢ tocka na kruznici opiSe luk kojem je sredi$nji kut
jednak 2¢. Krajnje tocke promjera kruznice odreduju komponente naprezanja na dvije
medusobno okomite ravnine, a ako se radi o ravninama c¢ije normale zatvaraju kut jednak =
komponente naprezanja odredenje su istom tockom na Mohrovoj kruznici.

Na iducoj skici bit ¢e prikazana Mohrova kruznica, te ¢e biti objasnjen nacin njene
konstrukcije kada su zadana normalna i posmi¢na naprezanja na medusobno okomitim

ravninama x i y, a potrebno je odrediti naprezanja na presje¢noj ravnini.

T
Oy
g,
g
b % ﬁ,.
LAY/ o g
N,
o, T
" T -
u uv
g, T
e IR 0 y
o, Tow O,
LI:y o x 0
'-l_—‘L i
0!"

O.+Q, OO
2 2

Slika 2.1.5. Konstrukcija Mohrove kruznice kada su zadana normalna i posmicna naprezanja
na medusobno okomitim ravninama

Posto su zadane komponente naprezanja 0y,0y,,Tyy,Ty, Na ravninama Cije su normale osi X i y
u koordinatnom sustavu o, r odredimo tocke Ny(0y, Txy) i Ny (0, Tyx). Spojnica toCaka Ny i N,,
odnosno duZina N,.N, je promjer Mohrove kruznice pomo¢u kojeg se konstruira sama kruznica
¢ije je srediSte na osi apscise, $to je 1 vidljivo iz jednadzbe Mohrove kruznice. Sljede¢i korak je
odredivanje pola P Mohrove kruZnice. Kroz tocku N, provlaci se paralela s normalnom x, a kroz
tocku N, paralela s normalnom vy, sjeciSte te dvije paralele nalazi se na kruznici i to je tocka
P(0y, Txy). U polu Mohrove kruZnice sijeku se zrake koje su paralelne s normalama ravnina iz
promatranog skupa, prema tome vrijedi da paralela s normalom 7 koja prolazi kroz pol kruznice
sjec¢e kruznicu u tocki N,,. Koordinate te tocke odreduju naprezanja o, i 7, u presjecnoj ravnini

koja je definirana normalom 71, a s osi x zatvara kut ¢.
12



U nastavku ¢e biti prikazan izvod za o,
Iz skice je vidljivo da je
o, = ON}, = 0S + SN},

oxtoy

oy = + Rcos(2¢ + 2¢,)

TRIGONOMETRIJA

N, -
' SN},
cos(2¢p + 2¢,) =
R R
SN/=R cos(2¢ + 2¢,)
2¢+2¢,
S N,

Slika 2.1.6. Trigonometrija trokuta SN,, Ny,

O,xt0.
oy = xz y+RcosZgocosZgoo-Rsin2<psin2<p0

IZ TROKUTA SN,N,, Ox — 9y
N, COS2¢y = T
S—ZI)L—N i' sin 2<p0=Tx?y
' 9‘2—01 R sin 20,=Tyy

Slika 2.1.7. Trigonometrija trokuta SN, Ny

Ox+0y | Ox—0y
= +

o, = o cos 2¢ - Tyy sin 2¢0 (2.1.6)

u 2

Izvod za posmi¢no naprezanje T,,,
Iz iste skice proizlazi da je ;
Tup = NNy,
Tuy =R sin(2¢ + 2¢,)
TRIGONOMETRHUA

N, S
' N, N/
sin(2¢ + 2¢,) = ——
R R
N,N;,=Rsin(2¢ + 2¢,)
2¢+20,
S N,

Slika 2.1.8. Trigonometrija trokuta SN,, N,,
Tyw =R sin2¢ cos 2@y + Rcos 2 ¢ sin2¢,

13




IZ TROKUTA SN, N,

Oy — Oy
2
20, =
N | cos 2¢, B
R
7 1 : O,—0.
e P Ty Rcos2¢,=—=2
7\ 2
/'/2920 | i -
s N, sin 2¢,=—=
R
4‘—“20 R sin2¢ = Tyy,
Slika 2.1.9. Trigonometrija trokuta SN, Ny
Ox—0.
Tup = Sin 2 + T,y cOs 2¢0 (2.1.7)

Mohrovom kruznicom naprezanja moguce je odrediti veli¢inu i smjer glavnih naprezanja,

011 0. Pomo¢u zadanih komponenata naprezanja oy,0y,Txy,Ty, KONstruiramo Mohrovu

kruznicu te joj odredimo pol. Tocke u kojim kruznica sijeCe os apScise imenujemo kao tocke

N;, Ny, pri ¢emu N; ima vecu x koordinatu od tocke N,. Te to¢ke odreduju iznose glavnih

naprezanja oy i o, . Kada spojimo to¢ku P s tockama N; i N, odredili smo smjerove naprezanja,

odnosno odredili smo smjerove normala
T
g, %
eTl
o,
: 5" o,
Ty
o Lt
x ‘."‘ x 0
» Te
.|
F ™ %
g g,

¥

glavnih

ravnina

naprezanja.

Tmax

Slika 2.1.10. Odredivanje velicine i smjera glavnih naprezanja
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Iz skice je vidljivo;

o, =0S + SN,
+
oy = szay + (Gx;”y)z +12, (2.1.8.)
Ty, R
,,,,,, 020
Slika 2.1.11. Pitagorin poucak iz trokuta SNyN,
g, =0S - SN,
+ -0
oy = O-xzo-y _ (ze y)z +T3%y (219)

Smijer glavnog naprezanja o; odreden je kutem ¢, odnosno kutem koji duzina PN; zatvara s

horizontalom (Slika 2.1.10.).
Vrijedi;

Txy _ 2Txy
tan2¢0= sx=0y = -
Y T gy-ay

(2.1.10.)

Kada povucemo paralelu s osi ordinate kroz srediSte kruZnice, tim postupkom na kruZnici

definiramo dvije tocke N5 i N, (Slika 2.1.10.). U tim tockama odredena su ekstremna posmicna

naprezanja njihov iznos je;

(2.1.11)

Pravac koji spaja tocku P 1 to¢ku N5 odreduje smjer normale ravnine na kojoj djeluje najvece

posmi¢no naprezanje T,,q, (Slika 2.1.10.). U presje¢noj ravnini na kojoj djeluje maksimalno

posmicno naprezanje normalno naprezanje dano je izrazom

_Oxtoy _ o01+0;
S 2 2

(2.1.12)

15




Normale ravnina na kojima djeluju ekstremna posmi¢na naprezanja zatvaraju kut iznosa ¢ =

% s normalama glavnih ravnina.

2.2. Izvod Mohrove KkruZnice za prostorno stanje naprezanja

Kada govorimo o trodimenzionalnom sluc¢aju naprezanja, promatramo tocku napregnutog
tijela u kojoj su zadana glavna naprezanja i vrijedi o; = g, = 03. Kroz to¢ku C polozene su kose
ravnine I, Il, 111 koje su paralelne s glavnim naprezanjima gy, g,, 5. Primjerice na kosoj ravnini

I11 djeluju komponente naprezanja a,, i T, te su one okomite na smjer glavnog naprezanja os.

d
3 Vo, Vo,

Slika 2.2.1. Prikaz glavnih naprezanja u promatranoj tocki napregnutog tijela
Naprezanja o, 1 t, na ravnini Il ovise 0 naprezanjima o; i1 o, te se graficki odreduju
Mohrovom kruZznicom 3 koja se konstruira za naprezanja g, i g,. Isto vrijedi za kose ravnine Il i
I, dakle naprezanja na kosoj ravnini Il su paralelna s pravcem djelovanja glavnog naprezanja o,
te su graficki odredena Mohrovom kruznicom 2 koja se konstruira za naprezanja g; i g3, a
naprezanja na kosoj ravnini | koja je paralelna s pravcem djelovanja o; odreduju se pomocu

Mohrove kruznice 1 koja je konstruirana pomocu naprezanja g, i g5

16



Slika 2.2.2. Konstrukcija Mohrove kruznice 1, Mohrove kruznice 2, Mohrove kruznice 3
Maksimalno posmi¢no naprezanje javlja se u kosoj ravnini II, a s kosim ravninama I i III
zatvara kut od 45° a iznos normalnog naprezanja koje djeluje u ravnini na kojoj se javlja

maksimalno posmi¢no naprezanje je:

5 = 0 2.2.1)

Za slucaj kada je potrebno odrediti komponente naprezanja o, i T, Vvektora punog
naprezanja p,, na proizvoljnoj ravnini s normalom 7 polozenom kroz proizvoljnu tocku C

promatramo sljedecu skicu

Slika 2.2.3. Odredivanje komponenti naprezanja na proizvoljnoj kosoj ravnini
17




U odnosu na cos(n, i) vrijedi slijede¢i sustav linearnih jednadzbi:

o+ 1% = przl = 0% cos®(n, 1) + o4 cos®(n,2) + oicos?(n,3) (2.2.2)
o, = 0, c0s*(n, 1) + o, cos*(n,2) + o5 cos?*(n,3) (2.2.3)
1 = cos?(n, 1) + cos?(n, 2) + cos?(n,3) (2.2.4))

Kada izraz (2.2.3.) pomnozimo s [-(g, + 03)], a izraz (2.2.4.) pomnozimo s o, i g3, te izraze
(2.2.2)),(2.2.3.) i (2.2.4.) zbrojimo dobit ¢emo ;
02 + 12 — (0, + 03)0, + 0,03 = [6Z — (0, + 03)0y + 0,03] cos?(n, 1)

1z Cega slijedi;

T‘rzl + (O-n - O-Z)(O-n - 03)
cos’(n 1) = 2.2.5.
(Tl ) (01_02)(01_03) ( )
Na isti nacin dobije se
T‘rzl + (o-n - 0-3)(0-n - 61)
cos?(n,2) = 2.2.6.
(n ) (02_03)(02_01) ( )
2 —_— J—
cos(n, 3) = = + (0, = 01) (o, = 02) (2.2.7)
(03 - 01)(03 - Uz)

Vrijedi cos?(n,i) >0, a g, = 0, = o3 te iz toga slijedi da su jednadzbe (2.2.5.), (2.2.6.) i

(2.2.7.) zadovoljene u slucaju

T3 + (0, — 03)(0, — 03) 2 0
T2+ (00 — 05)(0p — 07) < 0 (2.2.8)

Trzz + (0, —0y)(0, —03) =20

Kada se u izrazima (2.2.8.) usvoji znak jednakosti dobiju se jednadzbe triju kruznica u
koordinatnim sustavu o,t ¢ija se srediSta nalaze na osi apscise.

Sve tri nejednadzbe iz izraza (2.2.8.) bit ¢e zadovoljene za tocke koje se nalaze izvan prve i
tre¢e kruznice,a istodobno se nalaze unutar druge kruznice ili se nalaze na tim kruznicama.
Dakle normalne i posmi¢ne komponente naprezanja djeluju na bilo kojoj ravnini s normalom 7

odredene koordinatama tocaka u iscrtanom podrucju na skici 2.2.2.
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1z izraza (2.2.5.), (2.2.6.) i (2.2.7) slijedi

(0p — 03) (0, —03) + T721 = (01 — 03)(01 — 03) cos?(n, 1) (2-2-9-)

Sto se moze prikazati i kao;

(00~ 222) 4 12=(252) 40, ~ 0) (01 — o) cosi(n, 1) (2.2.10)

U slucaju kada su komponente a,, i T,, promjenjive ,a cos(n, 1) konstanta onda izraz (2.2.10.)

predstavlja jednadZbu kruznice s polumjerom

r = \/ (Z=2Y 4 (0, - 0) (01 - 0) cos?(n, 1) 2.2.11)

2

I srediStem:

5, (Z22%0) (2.2.12)

Analogno dobivamo polumjere za ostale dvije kruznice

03 — 01\2
T, = \/( > ) + (0, — 05) (0, — 0,) cos?(n, 2)
(2.2.13)
— 2
ry = J (F57) + (5= 000 - 02) cos?(n.3)
SrediSta su u tockama
+
s, (03 . 01,0)
(2.2.14))

o, t+o
53( 12 2,0)

Koordinate to¢aka na Mohrovoj kruznici 1 jednake su vrijednostima o, 1 7, koje djeluju na
ravninama polozenim kroz promatranu toc¢ku, uz uvjet da normale na te ravnine zatvaraju s 0si

,»1¢ jednake kuteve & = «(n, 1). Analogno vrijedi za Mohrove kruznice 2 i 3.
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2.3. Odredivanje naprezanja na proizvoljnoj plohi pomoéu Mohrove

Kruznice

Princip odredivanja naprezanja na proizvoljnoj plohi pomo¢u Mohrove kruznice bazira se na
tocki koju nazivamo pol Mohrove kruznice. Pol Mohrove kruznice ve¢ je ranije spomenut u
ovom radu, to¢nije u poglavlju 2.1. No u ovom slucaju svaka ravna linija koja prolazi polom
Mohrove kruznice sije¢e kruznicu u toc¢ki koja predstavlja stanje naprezanja na ravnini koja je
paralelna s tom linijom. Odredivanje pola Mohrove kruznice pomocu kojeg se odreduju ravnine
na kojima djeluju naprezanja, izvodi se na sljede¢i nadin; pretpostavimo stanje naprezanja u

kojem su komponente naprezanja oy, o, I Ty, Tyy.

T

L,

I ity A= (O, Txy, P

B =(0Tyx

<

Slika 2.3.1. Odredivanje pola Mohrove kruznice pomocu kojeg se odreduju ravnine na
kojima djeluju naprezanja

Na kruznici odredimo toc¢e A(dy, Tyy) | B(0y, —Txy) . Prvo crtamo liniju kroz tocku B koja je
paralelna s ravninom na kojoj djeluje o, dakle liniju paralelnu s osi 7, zatim vu¢emo paralelu
kroz tocku A s ravninom na kojoj djeluje naprezanje o,, , dakle linija paralelna s osi o. Sjeciste
tih dviju linija s Mohrovom kruznicom daje nam pol Mohrove kruznice pomocu kojeg se
odreduju ravnine na kojima djeluju naprezanja. Kada odredimo pol Mohrove kruznice moguce je
odrediti naprezanja na ravnini i ravninu koja se nalazi pod nekim kutem ¢ u odnosu na
horizontalu[9].

Primjer odredivanja ravnina i naprezanja na tim ravninama ovim postupkom prikazan je na
sljedecoj skici
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I"‘x.\ Q 7
'Uj?'/

g |

Slika 2.3.2. Odredivanje glavnih ravnina
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3. Primjena Mohrove kruZnice naprezanja

3.1. Osnovni pojmovi

Ako promatramo tlo ¢ije Cestice nemaju koheziju, takvo tlo nazvat ¢emo nekoherentnim, u
sluc¢aju kada izmedu Cestica tla postoje kohezijske sile tlo nazivamo koherentnim. Specifi¢nu silu
kohezije, to jest faktor kohezije ¢emo oznacliti s ¢, kut unutrasnjeg trenja ozna¢avamo s @, a
jediniénu obujamsku tezinu tla s y.

Kada govorimo o posebnim problemima teorije grani¢nog stanja ravnoteze tla i rjeSenjima tih
problema, zakljucujemo da se do rjeSenja dolazi pomocu uvjeta ravnoteze i dodatnog uvjeta.
Dodatni uvjet glasi; Ako se tlo nalazi u granicnom stanju ravnoteze, tada kroz svaku tocku

podrugja prolazi barem jedna elementarna ploha na kojoj vrijedi sljedece;

|f |= (op*c) tan g (3.1.1)

Gdje je;
T — tangencijalna komponenta naprezanja
& —normalna komponenta naprezanja
¢ — kut unutra$njeg trenja
c — faktor kohezije

Za sve ostale plohe koje nisu elementarne vrijedi sljedece

|f | < (op*c) tang@ (3.1.2))

Podru¢ja u tlu na kojima vrijedi izraz 3.1.1. nazivaju se klizne plohe tla, polozaj tih kliznih
ploha odreden je stanjem naprezanja tla. Naprezanje koje djeluje na promatranoj plohi tla
predstavljamo tockom u kartezijevom koordinatnom sustavu, gdje je os apscise predstavljena
kao normalna komponenta naprezanja, a os ordinata kao tangencijalna komponenta naprezanja.
Iz izraza 3.1.1. i 3.1.2. vidljivo je da tocke koje se nalaze na kliznim plohama leZe na linijama
O'A i O'B, a tocke koje predstavljaju naprezanja na ostalim plohama nalaze se izmedu ta dva

pravca (Slika 3.1.1.)
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T
A
_____________ M
_N |
T 3 |
P |
()rn /3{ [ _ \\J|
(— Ol [+ O.n O_n
B

Slika 3.1.1. Tocke naprezanja u tlu
Promatrana ravnina naziva se ravnina naprezanja, a podru¢je unutar kuta AO'B naziva se
podruéje moguéih naprezanja, dok su linije O'A i O'B grani¢ni pravci. Radijus vektor neke tocke

koja predstavlja naprezanje na nekoj plohi dan je sljede¢im izrazom.

p= [a2+7 (3.1.3)

Gdje je;
p — radijus vektor naprezanja
a,— vektor normalnog naprezanja

T, — vektor posmicnog naprezanja

Taj radijus vektor daje ukupno puno naprezanje na promatranoj plohi, dok je kut izmedu tog
vektora i horizontalne osi (kut § ) jednak kutu izmedu ukupnog naprezanja i normale na plohu.

Svi radijus vektori koji spajaju vrh nekog podru¢ja mogucih naprezanja dakle tocku O’ s
tockom koja predstavlja naprezanja na promatranoj plohi daju sumarno naprezanje. Sumarno
naprezanje je geometrijski zbroj stvarnog naprezanja i normalnog tla¢nog naprezanja koje je
jednako koheziji, odnosno sili vezanja koju predstavljamo oznakom c. Kada je poznato stvarno
naprezanje elementarne plohe, moguce je na¢i sumarno naprezanje na nacin da se zbroje
normalno i stvarno naprezanje. Kada su poznate vrijednosti sumarnog naprezanja, moze se
odrediti stvarno naprezanje, tako da se sumarnom naprezanju doda normalno naprezanje

rastezanja, koje je jednako specifi¢noj sili vezanja.
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Normalnu g, i tangencijalnu z,, komponentu sumarnog naprezanja p moguce je izraziti preko

komponenta stvarnog naprezanja p

Op =0, +cC (3.1.4)
T=1T (3.1.5)
Formula za izracun ukupnog sumarnog naprezanja

p =+ (G, + )% + T2 =\/ﬁz+2}5ccos<§+ c2 (3.1.6.)

Kut izmedu smjera sumarnog naprezanja i okomice na plohu je;

T 5 sin &
6 = arctg — = arctg_p—_ (3.1.7)
opt¢ pcosd +c¢

Prijelazne formule od sumarnih naprezanja prema stvarnim izvode se na slican nacin i oblika

Su;
p =+/p? — 2pccos & + c? (3.1.8))
5= . psind 319
_arcgpcosd—c (3.1.9)

Ovakvi analiticki izra¢uni mogu se zamijeniti grafickim postupcima koji su prikazani na

slikama 3.1.2. Na lijevoj strani prikazano je odredivanje sumarnog naprezanja kada je poznato

stvarno, a na slici s desne strane prikazano je odredivanje sumarnog naprezanja kada je poznato

stvarno naprezanje.
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Slika 3.1.2. Graficki postupci odredivanja naprezanja

T

a) b)

Slika 3.1.3. Primjena Mohrove kruznice u odredivanju ravnina klizanja

Promatramo tlo koje je u grani¢nom stanju naprezanja. Odaberemo neku tocku M (slika
3.1.3. a) u tlu, te preko nje nacrtamo elementarnu plohu. Na ravnini naprezanja (slika 3.1.3. b)
¢emo nacrtati odgovarajucu tocku M’ koja prikazuje naprezanje na toj plohi. Pretpostavimo da
nacrtana ploha kroz to¢ku M rotira, tada se naprezanje na njoj mijenja, a tocka M’ (predstavlja
naprezanja) u tom slucaju na plohi opisuje krivulju.

Dokazano je da je ta krivulja sa svojim srediStem koje lezi na osi apscise, dakle osi o
Mohrova kruznica. Poznato je da radijus vektor proizvoljne toCke, na primjer tocke M’
predstavlja naprezanja na ravnini M'P koja s prvom glavnom ravninom (ravnina na kojoj djeluje
manje glavno naprezanje) zatvara kut <M'P'P = ¢. Kut <M’'OP = § jednak je kutu otklona
ukupnog naprezanja od okomice na ravninu PM'.

Mohrova kruznica koja karakterizira grani¢no stanje naprezanja u podrucju tocke M, naziva
se granicnom Mohrovom kruznicom (prikazana na slici 3.1.3.b). Specifi¢nost te kruznice je u
tome da se rotiraju¢a ravnina koja prolazi kroz tocku M u tlu (prikazano na slici 3.1.3.a) u
jednom od mogucih poloZaja podudara s ravninom sloma. Tocka granicne Mohrove kruznice
koja predstavlja naprezanje na toj ravnini, mora se nalaziti na jednom od grani¢nih pravaca
Coulomba, a poSto Mohrova kruznica ne moze presijecati grani¢ne pravce vrijedi da je to tocka
tangiranja. PoSto grani¢na Mohrova kruznica tangira jedan grani¢ni pravac onda mora tangirati i
drugi, dakle postoje dvije tangencijalne tocke koje odgovaraju dvjema ravninama klizanja.

Dakle, kroz svaku toc¢ku u tlu koje se nalazi u granicnom stanju naprezanja prolaze dvije ravnine
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klizanja, a grani¢na Mohrova kruZnica upisana je u kut izmedu grani¢nih linija. Simetrala
navedenog kuta je glavni promjer grani¢ne Mohrove kruznice, ishodiste O je stvarni pol , vrh
0' naziva se sumarni pol, tocka P je srediste ravnine.

Sada nastavimo promatrati sliku(3.1.3.b). Kada se spoje to¢e A i B, odnosno tocke tangiranja
grani¢ne Mohrove kruznice sa srediStem u tocki 0" i sredi$tem ravnine duZina, odnosno tockom
P. Duzine AP i BP prikazuju ravnine Klizanja, odnosno ravnine sloma. Iz prikazanog
Cetverokuta 0’ AO" B vidljivo je da je sredi$nji kut 0'A0"'B = m — 2¢. Vidljivo je sa skice da je
upisani i naslonjeni na luk AB kut izmedu ravnina klizanja <APB = §<AO”B = g — Q.

Kut izmedu smjera ukupnog sumarnog naprezanja koje djeluje na kliznoj plohi AP i plohe
BP odreduje se u skladu s formulom @ = f — &, tu je kut a trazeni kut, f kut izmedu okomice
na ravninu AP i ravnine BP, dok je § kut otklona ukupnog sumarnog naprezanja na ravnini AP
od okomice na ravninu. Gledamo li skicu primje¢ujemo da je 8 = g —XAPB=¢ i § = ¢,
uvrstimo li te vrijednosti u formulu za @ dobivamo a = 0, pa je zapravo sumarno naprezanje
koje djeluje na ravnini AP paralelno s ravninom BP. Isto vrijedi i za sumarno naprezanje koje
djeluje na ravnini BP , to jest ono je paralelno s ravninom AP.

Uz sve navedeno i uz skicu (3.1.3.b) vrijedi sljedece;

e Kroz svaku tocku tla prolaze dvije klizne plohe koje se presijecaju pod ostrim kutem
T_
;9@

e Stvarno i sumarno naprezanje jednaki su na kliznim plohama koje se presijecaju

e Sumarno naprezanje na jednoj od kliznih ploha paralelno je drugoj ravnini

e Prva glavna ravnina dijeli na pola kut izmedu ploha klizanja

3.2. Analiti€¢kKi izrazi grani¢nih uvjeta i formule za grani¢no stanje

naprezanjatla

Formula 3.1.1. mora biti ispunjena kako bi tlo u blizini neke tocke promatrali kao tlo koje
se nalazi u grani¢nom stanju naprezanja. Ta formula koja se naziva grani¢ni uvjet, poznata je jos
kao i Coulombova formula ili Uvjet Coulomba, koji je formulirao osnovne pretpostavke Teorije
grani¢ne ravnoteze, te je U Svom radu dao njihovu prvu prakti¢nu primjenu za probleme izracuna
lukova i bo¢nog tlaka tla na potporni zid.

Ravninsko stanje naprezanja u nekoj tocki odredujemo vrijednostima normalnih
naprezanja o, i , te tangencijalnim naprezanjem 7,z , 0odnosno naprezanjima koja djeluju na

elementarnim plohama. Na ravnini naprezanja konstruiramo Mohrovu kruZnicu koja lezi na
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presjeciStu da i df, te oznaCimo totke naprezanja na tim plohama, odnosno toc¢ke Cy i Cp.
Spojnica to¢aka C, i Cg je promjer Mohrove kruznice, koju pretpostavljamo kao grani¢nu iz
Cijeg se sumarnog pola, to jest tocke O’ konstruiraju grani¢ni pravci,dakle tangente na kruznicu u

totkama A, i Ag.

T

Slika 3.2.1. Granicna Mohrova kruznica

Apscisa srediSta granicne Mohrove kruznice jednaka je

=
5=20T% 3.2.1)
2
Polumjer Mohrove kruZnice je
@G- | _, (3.2.2)
STy e
Iz skice je vidljivo
o, + 05 + 2c
S = (5 + C) Sin(p = ( a Zﬁ )Sin(p (323)

Kada izjednac¢imo izraze 3.2.2. 1 3.2.3. dobivamo formulu koja se naziva uvjetom ¢vrstoce

Rankinea-Mohra

(3.2.4)

7 + T = > sin ¢

ﬁ@—@f._g(@+@+h)
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(G—a—@)z+4@= (a—a—@+20)zsin2q}

Kada stvarna naprezanja zamijenimo sumarnim dobivamo

sin @

j(aa—aﬁf , (ou+ap)

1 +Taﬁ— >

(00 — O'/g)z +4125 = (0, — a/;)z sin? ¢

(3.2.5)

Posto su glavne ravnine da i dB, vrijedi o, = 03, 0g = 05 | T4 = 0, pa iz formule 3.2.5.

dobivamo

o, —01 = (0, +0,)sing

(3.2.6)

Iz prethodne jednadzbe 3.2.6. slijedi

o, 1-—sing (T P
—_— = =t —_—
o, 1l+sing g (4 2)

(3.2.7))

Omjer sumarnih glavnih naprezanja u svim to¢kama homogenog tla koje se nalazi u

grani¢nom stanju naprezanja je konstantan.

Izvedene formule predstavljaju analiticke izraze grani¢nog stanja, koje je posljedica

osnovnog svojstva grani¢nog stanja naprezanja tla. Te vrijedi:

e Formula 3.1.1. je prosjecno naprezanje na promatranoj ravnini

e Formulom 3.2.8. odredeno je sumarno prosjecno naprezanje

_O'a-I-O'B
2

(3.2.8)

e Veli¢inu odredenu formulom 3.2.2. nazivamo intenzitetom tangencijalnog naprezanja,

te vrijedi da zamjenom stvarnih naprezanja sumarnim srednjim naprezanjem

dobivamo

s=osing

(3.2.9)

Naprezanja o, oz |17,z koja djeluju na ravninamada i dfsu funkcije srednjeg naprezanja i

djeluju na mjestima presijecanja ravnina i kuta ¢, pod kojim ravnina presijeca prvu glavnu

ravninu. 1z skice 3.2.1. slijedi
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0y =0 — (0 +c)sinpcos2¢p
0g =0+ (0+c)singcos2¢ (3.2.10.)
Tap = (0 +c)singcos2¢

Odnosno zamjenom stvarnih naprezanja sumarnima dobivamo

0, = 0(1 —sin g cos2¢)
o = d(1 + sin ¢ cos 2¢) (3.2.11)

Tap = 0 SIN@ oS 2¢

Formula iz koje se odreduje srednje sumarno naprezanje u promatranoj tocki , kada nam je
poznata vrijednost smjera sumarnog naprezanja koje djeluje na nekoj ravnini kroz tu tocku.
Pretpostavka je da je da ravnina na kojoj djeluje zadano naprezanje i iz drugog dijela formule

3.2.5. izrazimo gy preko g, i sumarnog naprezanja o dobit ¢emo;

og = 20 — 0q4
y . o (3.2.12)
ogcos” @ —200, +0° + 155 =0

Kada rijesimo kvadratnu jednadzbu iz izraza 3.2.12. po ¢ i uzimamo u obzir da je g, =

p €0s 8, Top = p sin§ dobivamo;

— p in2 ¢ — <in?2
o= Coszgo(coséi\/sm @ — sin 6) (3.2.13)

Formula 3.2.13. pokazuje da kod odredivanja sumarnog srednjeg naprezanja postoje dva
rjeSenja, stanje tla kod kojeg se javlja veéa vrijednost naprezanja o naziva se maksimalno, a

stanje tla pri kojem se javlja manja vrijednost naprezanja ¢ naziva se minimalno.
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3.3. Odredivanje ploha sloma kod grani¢nog stanja naprezanja pomocu

sustava kruznica

Razmatramo grani¢nu ravnotezu neke elementarne prizme u tlu koja je omedena
proizvoljnom ravninom AB =c i dvije elementarne ravnine klizanja BC =a i AC =

b(prikazano na slici 3.3.1.).

Kruznica polova

KruZnica vrhova

KruZnica kliznih

Slika 3.3.1. Sustav koncentricnih kruznica
Duz ravnine AC dijeluju sumarna naprezaja ps koja su paralelna ravnini BC.Naprezanja koja
djeluju duz ravnine AC proizvode silu iznosa P"' = p,b te je ta sila paralelna s ravninom BC.
Vrijedi i suprotno, na ravnini BC djeluju naprezanja p, i paralelna su s ravninom AC, ¢ija je
rezultanta sila jednaka P’ = p¢b i paralelna s ravninom AC.

Mijerilo biramo tako da su komponente sila P’ i P" paralelne s ravhinama na kojima djeluju,

tj.sile T" i T" su jednake % [ g. Pa vrijedi da su duljine komponenata okomitih na ravnine, tj. sile

. . . a . b
N’ i N" odredene izrazima — i —.
2tge  2tge

Sile N" i N izazivaju jednoliki pritisak odnosno kompresiju promatrane prizme sa svih

strana, koje su uravnotezene normalnim naprezanjem a,, koje djeluje na ravnini AB. Rezultantna
sila naprezanja Q; = a,c pri odabranom mjerilu jednaka je ﬁ.

Kako bi uravnotezili sile T' i T"uzimamo u obzir silu ¢iji pravac djelovanja prolazi kroz

tocku C, te prepolavlja ravninu AB. Ta sila bit ¢e prikazana vektorom Q,, te je njegova duljina
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jednaka duljini teziSnice CD trokuta AABC. Vidljivo je da teziSnica predstavlja dijagonalu
paralelograma konstruiranog silama T' i T".

Sila Q uravnotezuje rezultantu sila P’ i P"' prikazuje se kao rezultanta sila Q, i Q,.

Tocka O je pocetak vektora Q i nazvana je pol prizme.

Pretpostavimo da se kut izmedu okomice na ravninu AB i sumarnog naprezanja koje djeluje
na toj ravnini neprestano mijenja. Prilikom konstantnog mijenjanja tog kuta & vektor sile
Q(predstavlja rezultantu sustava naprezanja rasporedenih po ravnini AB) se rotira oko tocke O, a
vrh C trokuta AABC (dakle vrh u kojem se presijecaju ravnine klizanja AC i BC) u kojem se
nalazi kraj vektora Q ¢e svojim gibanjem opisati krivulju. Ta krivulja predstavlja geometrijsko
mjesto to¢aka iz kojih je duzina AB vidljiva pod konstantnim kutom koji jednak kutu izmedu
ravnina klizanja. Ta krivulja kruznica opisana je oko trokuta AABC. Pol prizme ABC je toc¢ka O
koja lezi na produzetku promjera ovakve kruznice, promjer te kruznice je okomit na ravninu AB.
Kruznica koja je opisana oko AABC naziva se kruznica vrhova.

Vrijedi pretpostavka da promatrana elementarna prizma ne mijenja oblik, te rotira oko
sredista kruznice vrhova. U tom slu¢aju pol prizme, odnosno tocka O opisuje kruznicu koja se
naziva kruZnica polova. Udaljenost izmedu traga ravnine AB 1 srediSta kruznice vrhova je
konstantna duljina. Stoga slijedi da za sve moguce polozaje ravnine AB ona dodiruje neku
kruznicu. Ta kruznica naziva se kruznica ravnina.

Skup koncentri¢nih kruznica, odnosno kruznice polova, kruznice vrhova i kruZnice ravnina
naziva se sustav karakteristicnih krugova.

Postoji analiti¢ka veza izmedu radijusa sustava koncentri¢nih kruznica. Smjer vektor OB Koji
je prikazan na slici 3.2.1 podudara se sa smjerom tangente na kruznicu vrhova u tocki B. Vektor
OB odreduje krajnji moguci polozaj rezultantne sile Q, a pri tom polozaju je kut izmedu Q i
okomice na ravninu AB jednak ¢. Kada spojimo tocku B sa srediStem sustava karakteristi¢nih
kruznica dobivamo pravokutni trokut AOBO' , ¢iji je kut kod vrha O jednak kutu ¢, hipotenuza
promatranog trokuta je jednaka polumjeru kruznice polova, dok je kateta trokuta koja se nalazi
nasuprot vrha O jednaka radijusu kruznice vrhova, odnosno r,, U isto vrijeme je projekcija te

katete na hipotenuzu jednaka radijusu kruga ravnina. 1z trokuta AOBO’ vrijede sljedece relacije.

r, =1, Sing (33.1)

r; =71,Sing =r, sin¢

Sustav karakteristi¢nih kruznica sluzi kao podloga na temelju koje se provode geometrijske

konstrukcije koju su potrebne za graficko rjeSavanje mnogih problema teorije grani¢ne ravnoteze
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tla, ponajprije osnovnog problema promatranog u ovom radu, odnosno odredivanju ravnina

klizanja u aktivnom i pasivnom stanju.

3.4. S. Goluskevi¢ — osnovni problem teorije grani¢ne ravnoteZe tla

U teoriji grani¢ne ravnoteze tla S. Goluskevic je predlozio graficku metodu za odredivanje
pritiska tla na zid. Metoda sluzi za odredivanje pasivnog otpora tla na potporne zidove , a U
slu¢aju odredivanja aktivnog tlaka na okomite potporne zidove metode se temelje na
Coulombovim pretpostavkama.

Osnovnim problemom Goluskevi¢ smatra sljedee; ako je unutar ili na granici grani¢no
napregnutog tla, zadana elementarna ravnina AB i na njoj djeluje naprezanje p (poznata veli¢ina
I smjer), tada je potrebno odrediti smjer ravnina klizanja koje prolaze kroz rubne tocke A i B.

Slika 3.4.1. prikazuje graficko rjesenje.

Slika 3.4.1. Graficko odredivanje ravnina klizanja

Slika 3.4.1. a prikazuje smjer zadane ravnine AB i naprezanje p, prikazan je i na¢in grafickog
odredivanja sumarnog naprezanja, ako je poznato stvarno naprezanje. Osnovni problem
Goluskevica rjeSava se na sljedec¢i nacin; najprije se crta sustav karakteristi¢nih kruZnica(opisano
u poglavlju 3.3.), te se zatim crta tetiva AB na kruznicu vrhova, koja je u isto vrijeme tangenta
na kruznicu ravnina, a paralelna je promatranoj ravnini AB. Idu¢i korak je crtanje pravca
okomitog na ravninu AB, koji prolazi kroz srediSte sustava kruznica. Taj pravac na kruznici
polova odreduje tocku O iz koje se crta pravac koji je paralelan sumarnom naprezanju p, a

presijeca kruznicu vrhova u to¢kama koje ¢emo nazvati C; i C,. Nakon toga crtamo duzine ACj,
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BC; (odreduju jedan od moguéih smjerova kliznih ravnina) i duzine AC,, BC, (drugi mogudi
smjerovi kliznih ravnina). Graficki prikaz postupka na slici 3.4.1..

Nacin na koji se odreduju sumarne sile koje djeluju na ravninama klizanja, ako je poznata
sumarna sila koja djeluje na zadanoj ravnini prikazan je na slici 3.4.1.c. Graficka se konstrukcija
temelji na granicnom stanju naprezanja tla i njegovim svojstvima, a sastoji se od rastavljanja
sumarne sile na komponente koje su paralelne ravninama klizanja.

Posto osnovni problem ima dva rjeSenja, tada se i poligon sila koji je prikazan na slici 3.4.1.c
sastoji od dva trokuta sila. Na ravninama klizanja AC, i BC, stranice P, i P, predstavljaju
sumarne sile, dok stranice P, i P, predstavljaju sumarne sile na klizne lezaje AC, i BC,. RjeSenje
je predstavljeno ucrtavanjem ravnina klizanja na sliku 3.4.1.a, ravnine klizanja koje ucrtavamo
paralelne su s AC; i BC; i definiranju jedan od mogucih oblika elementarne prizme u grani¢nom
stanju naprezanja koja se moze formirati ispod ravnine AB , a kada se ucrtavaju ravnine klizanja
koje su paralelne s AC, i BC, definiraju drugi moguci oblik prizme. Da bi potvrdili ovakvo
rjesenje osnovnog problema mozemo usporediti konstrukciju sa slike 3.4.1.b s konstrukcijom na
slici 3.3.1. trokut ABC; sa slike 3.4.1.b smatramo elementarnom prizmom u grani¢énom stanju
naprezanja, Sto vrijedi i za ABC prizmu grani¢ne ravnoteze sa slike 3.3.1.

Ova metoda za rjeSenje osnovnog problema grani¢nog stanja naprezanja nema veze s
teorijom granicnih Mohrovih kruZnica, ve¢ se temelji na rezultatima razmatranja granicnog
stanja ravnoteZe elementarne prizme tla. No, postoji veza izmedu sustava karakteristicnih
kruznica 1 grani¢ne Mohrove kruZnice, naime kruznicu vrhova moZemo smatrati jednom od

grani¢nih Mohrovih kruznica.
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3.5. Temeljni problem teorije grani¢ne ravnoteze tla — analitiCko rjeSenje

Analiti¢ko rjeSenje temelji se na formulama pomocu kojih raCunamo kuteve izmedu ravnina

klizanja i zadane ravnine.

Gledajuci sliku 3.4.1.b 1 konstrukciji te slike dodamo duZzine koje spajaju srediste sustava i
pol s tockama 4, B, C; C,. Promatrajuci ¢etverokut AC; BC, koji je upisan u kruznicu, posto zbroj

njegovih kutova u vrhovima A i B mora biti jednak 180°, vrijedi;

8, =m—05,cosf,=-cosb, (35.1)

Slika 3.5.1.Graficko rjesenje temeljnog problema

Sredi$nji kut C;0'C, dvostruko je veéi od upisanog kuta 5. 1z centra sustava Karakteristi¢nih
kruznica spusta se okomica na liniju C;C,0 i ozna¢imo 1; $to je duzina polumjera kruznice

polova , a r, je duzina polumjera kruznice vrhova. Vrijedi;

0'D = r;5iné = r,cos6y (3.5.2)

Posto iz formule 3.3.1. vrijedi r, = r; sin ¢ onda formula 3.5.2. poprima oblik

sin § = sin ¢ cos g (3.5.3)
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Formule za odredivanje kutova 65 i 6,4

siné mw ~ sind
0 = arccos —— = — — arcsin—
sinp 2 sing
0 T ~ sind
s = 7+ arcsin—
2 ing

(3.5.4)

Gledajudi sliku 3.5.1. i uzimajuci u obzir teorem o mjerenju kutova ¢iji krakovi presijecaju

kruznicu, slijedi;

a1+a2: QA

a,—a, =<xC,0B=¢p+6

(3.5.5)

B1+ P, = 6p
Br— B =<2C0A=¢—§

(3.5.6.)

Kada jednadzbe u formulama 3.5.5. i 3.5.6. rije§Simo s obzirom na nepoznate

kutove

a,a,, B 1 B, 1| kada zamijenimo kutove 8, i 65 s njihovim vrijednostima iz formule 3.5.4.

dobivamo;
1/m sind
a, ===+ ¢ + 6+ arcsin—
2\2 sing
1 (n 5 Sin6>
=—|-+¢—0+arcsin
& 2\2 ¢ sing
1/m siné
a,=—\=——¢ — 6+ arcsin—
2\2 sing
1 (7‘[ sin6>
==—\——¢@+ 3§ —arcsin
& AV sing

(3.5.6.)

Iz tih formula izra¢unavamo kuteve izmedu zadane ravnine i ravnina klizanja. Defini

dva analiti¢ka rjeSenja osnovnog problema koja odgovaraju i dvama grafickim rjeSenjima.
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3.6. Vrste grani¢nog stanja naprezanja tla (aktivno i pasivno stanje)

Posto osnovni problem teorije grani¢ne ravnoteze tla ima dva rjeSenja, tim rjeSenjima
pripadaju dvije razliCite vrste grani¢nog stanja naprezanja, ranije spomenuto minimalno i
maksimalno. Razlika izmedu tih stanja je vidljiva kada rubna ravnina AB elementarne prizme
ABC (prikaz na slici 3.3.1.) lezi na granici razmatranog poluprostora tla, to jest kada naprezanje
na njoj moze biti izazvano samo vanjskim silama.

Na slici 3.6.1. prikazane su dvije elementarne prizme A,B,C; i A,B,C, Koje se nalaze u
grani¢nom stanju naprezanja i prikazane su sumarne sile koje djeluju na ravninama klizanja,

odnosno bo¢nim ravninama ovih prizmi.

AH"
- p<ol

NI

a) b)

Slika 3.6.1. Prikaz elementarnih prizmi A;B,C, i A,B,C,

Slika 3.6.1. a prikazuje prizmu u minimalnom stanju naprezanja, dok slika 3.6.1. b prikazuje
prizmu u maksimalnom stanju naprezanja. Komponente sile P paralelne su s ravninama na
kojima djeluju sumarne sile trenja, komponente sile P odrzavaju stanje grani¢ne ravnoteze
razmatrane prizme. U sluaju da se ravnoteza poremeti, otpor trenja prevlada i prizme se
pokrenu.

Prizma koja prikazuje minimalno stanje naprezanja ¢e poceti klizati po jednoj od ravnina
klizanja u smjeru koji je suprotan djelovanju sili trenja na toj ravnini. Projekcija pomaka sredista
prizme na vanjsku normalu na granicu poluprostora tla ¢e biti negativna. Promatrana prizma
A;B,C; ¢e se utiskivati u podrucje koje je zauzimalo tlo prije poremecaja njena ravnoteze, ista

situacija dogada se i sa susjednim prizmama, te nastaje fenomen poznatiji kao slom tla.
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U slucaju prizme na kojoj djeluje maksimalno stanje naprezanja 1 kod drugih elementarnih
prizmi kod kojih su kutovi izmedu elementarnih ravnina klizanja suprotni njenim rubovima koji
se nalaze na granici, tupi, ravnoteza tla je poremeéena kada prizme klize duz jedne od ravnina
klizanja. Tu je projekcija pomicanja srediSta na vanjsku normalu granice poluprostora pozitivna,
odnosno prizma se giba prema gore. U ovom sluc¢aju prizma se istiskuje iz podrué¢ja u kojem je
bilo tlo prije poremecaja ravnoteze, isto se dogada i sa susjednim prizmama, te dolazi do
izbocenja odnosno ispupcenja tla.

U pravilu slom tla na jednom od rubnih podrucja je popracen s ispupCenjem s druge strane
podru¢ja. Dimenzije podrucja odredene su uvjetima inZenjerskih problema koji se rjesavaju
metodama teorije grani¢ne ravnoteze. Karakter moguce kinematiCke slike pomaka tocaka
povrsine tla odreduje vrstu njegovog grani¢nog stanja naprezanja. Iz svega navedenog mozemo
zakljuciti da ukoliko dode do sloma tla urusavanjem, granicno stanje naprezanja tla na grani¢nim
tockama je minimalno, a maksimalno je u slu¢aju kada se tlo na promatranom grani¢nom

podrucju slomi ispupcenjem.

3.7. Odredivanje ploha sloma kod grani¢nog stanja naprezanja pomocu

Mohrove Kruznice

Potrebno graficki odrediti smjerove kliznih ploha koje polaze rubovima zadane plohe (zadana
ploha prikazana je kao duzina AB na slici 3.7.2.) na kojoj su zadana naprezanja od vanjskog

opterecenja.

:

Koristimo 1i konstrukciju sliénu onoj sa slike 3.7.1. moguée je pronaci veliinu i smjer

Slika 3.7.1.

prividnog naprezanja koje djeluje na promatranom mjestu/u promatranoj tocki.

Zatim na ravnini naprezanja konstruiramo grani¢énu Mohrovu kruznicu naprezanja, nacrtamo
grani¢ne ravne linije tj duzine O'H' i O'H"" (tangente na Mohrovu kruZnicu iz to¢ke 0') i ravnu

liniju S koja prolazi kroz reducirani pol O' i nagnuta je prema horizontalnoj osi pod kutem ¢,te
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ozna¢imo to¢ku B'(tocka u kojoj linija S drugi puta sijeCe Mohrovu kruznicu), konstrukcija je

prikazana na slici 3.7.3..

P,

Slika 3.7.2. Zadana ploha

T

Slika 3.7.3. Mohrova kruznica za minimalno naprezanje

U slucaju kada na tlo djeluje minimalno naprezanje, tada radijus vektor ove tocke predstavlja
naprezanja na promatranom mjestu,a to mjesto je predstavljeno tetivom PB’ koji povezuje tocku
B i srediste mjesta. Kutovi izmedu ovog segmenta i ravnih linija PH' i PH" (slika 3.7.3.)bit ¢e
jednaki kutevima izmedu zadane plohe i kliznih ploha koje prolaze kroz A i B(slika 3.7.2.).

Kako bih pronasli prave smjerove kliznih ploha provlac¢imo kroz tocku B' liniju na Mohrovoj
kruznici koja je paralelna sa zadanom plohom te spojimo njezin drugi kraj na Mohrovoj kruznici,
dakle toc¢ku A's tangencijalnim to¢kama grani¢nog kruga, dakle tockama H' i H". Ove linije

(A'H" i A’"H"")bit ¢e paralelne s kliznim plohama.
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Slika 3.7.4. Zadana ploha

Hr

Slika 3.7.5. Mohrova kruznica za maksimalno naprezanje

Razmotrili smo sluc¢aj minimalnog stanja naprezanja tla. Na slikama 3.7.4. i 3.7.5. je graficko
rjeSenje za sluc¢aj maksimalnih naprezanja. Konstrukcija izvedena na slici 3.7.5. razlikuje se od
konstrukcije na slici 3.7.3. samo ¢injenicom da na liniji S nije fiksirana druga ve¢ prva tocka
njenog presjeka s Mohrovom kruznicom. Uz to, na slici 3.7.5. ne crtaju se ravne linije H'P, H"P i
B'P koje su potrebne za dokazivanje valjanosti konstrukcije, ali su nepotrebne za samu
konstrukciju. Gore opisanu metodu za graficko rjeSenje glavnog problema predlozio je N.M.

Goldstein [4].
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4, InZenjerska primjena metode

4.1. Odredivanje tlaka tla na potpornim zidovima- graficke metode

Sada ¢emo obraditi metodu S. Goluskevica koji daje graficko rjeSenje problema teorije
grani¢ne ravnoteze 1 opceg slucaja priblizne Coulombove metode koja se bazira na ravninama
klizanja.

S. Goluskevi¢ je predlozio graficku metodu za odredivanje pritiska tla na potporne zidove
prema teoriji grani¢ne ravnoteze, ta metoda se koristi pri odredivanju pasivnog pritiska tla na
potporne zidove jer su rezultati koji se dobiju koriStenjem ove metode bliski rezultatima
dobivenim tocnim metodama izracuna.

Kada se odreduje aktivni pritisak tla na okomite potporne zidove , mozemo se ograniCiti na
primjenu metoda temeljenih na Coulombovim pretpostavkama. Te pretpostavke su u ovom
slu¢aju tocnije u praksi, a zahtijevaju minimalne izracune ili konstrukcije.

Sada ¢emo detaljnije opisati graficku metodu Goluskevica. Nas osnovi graficke konstrukcije
utvrduje se polozaj i oblik kliznih ravnina, koji su bliski tocnoj krivulji klizne ravnine, ali
odgovaraju nedostatku volumenskih sila. Utjecaj obujamskih sila na oblik kliznih krivulja u
podrucju grani¢nog stanja je beznacajan.

U konstrukeiji ravnine klizanja i kod rjeSavanja brojnih drugih problema teorije grani¢ne
ravnoteze uzimamo u obzir smanjeno naprezanje ¢’ , @ ono je jednako geometrijskom zbroju

djelujuéeg naprezanja o i povezanosti ps, prikaz na slici 4.1.1.

Slika 4.1.1. Graficki prikaz smanjenog naprezanja

o =0+ P, (4.1.1)

Grani¢no stanje naprezanja u bilo kojem trenutku masiva tla je ;

21 = o g0 4.1.2)
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Kada se odreduje ravnina klizanja, prijelaz uruSavanja dijeli se na tri podrucja, prikazano na slici

4.1.2.

A

Slika 4.1.2. Tri podrucja urusavanja
To su podru¢je maksimalnih naprezanja AOB, posebno podru¢je BOC i podru¢je minimalnih
naprezanja COD. Vidljivo je iz skice 4.1.2. da je kod podruc¢ja minimalnog i maksimalnog
naprezanja obris klizne ravnine izravno linearan, a kod posebnog podrucja to je logaritamska

spirala koja je konjugirana s ravnim kliznim ravninama.

4.2. Glavni zadatak

Za elementarno podru¢je AB koje je smjeSteno unutar tla koje se nalazi u izuzetno
napregnutim stanjima treba odrediti smjer mjesta klizanja koji prolazi kroz krajeve ovog

podrucja A i B.

o) KruZnica polova al 5

Slika 4.2.1. Sustav karakteristicnih kruznica za odredeni kut unutarnjeg trenja
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Izvodimo duzinu A;B; kruzne tangente na kruZnicu ravnina, koja je paralelna s podru¢jem
naprezanja AB. Okomica na A;B; definira to¢ku O; na kruZnici polova. Ravna linija koja je
paralelna sa smanjenim naprezanjem ¢’ i presje¢nom kruznicom vrhova na tockama C i C;
izvlagi se kroz toc¢ku 0. Linijama A;C i B,Cdefinirani su moguéi pravci kliznih ravnina, do su
linijama A;C" i B;C’ definirani drugi moguéi smjerovi. Na desnoj strani slike 4.2.1. prikazana je
konstrukcija smanjenog naprezanja ¢’ u dva smjera p, i p, paralelno s prvim smjerovima mjesta
klizanja i p; i p5 paralelno s drugim smjerovima, posto problem ima dva rjesenja.

Graficku metodu koristima pri odredivanju pasivnog i aktivnog tlaka tla na potpornim
stijenkama koje imaju ravnu povr$inu za punjenje i ravnu straznju stranu. Pri odredivanju
pritiska tla iz ravnoteznog stanja prizme kolapsa potrebno je uzeti u obzir u€inak vlastite tezine
tla. Na slici 4.2.2. prikazana je konstrukcija povrSine klizanja u sluc¢aju pasivnog tla¢nog otpora
na nosacu. Ta konstrukcija se temelji na nacinu gradnje klizne ravnine za slucaj navedenog

problema.

Slika 4.2.2. Straznja strana zida i nacin zatrpavanja
Slika 4.2.2. a prikazuje straznju stranu zida i na¢in zatrpavanja. Na proizvoljnom mjestu
konstruiramo sustav karakteristi¢nih kruznica kojeg podeSavamo prema zadanoj vrijednosti kuta
unutarnjeg trenja, prikazano na slici 4.2.2.b. Obrisi podru¢ja maksimalnih naprezanja odreduju

se izvlacenjem tetive M'M"' koja je paralelna sa straznjim rubom zida OM. Od sredi$ta
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karakteristi¢nih kruznica do tocke tangencije tetive M'M"" spusta se okomica koja se proteze do
presjecista s kruznicom polova. Dobivena to¢ka je tocka 07 i iz nje se izvla¢i linija pod kutom
@, Koji je jednak kutu trenja tla na zidu i dobivamo ravnu liniju 01 B4, pri ¢emu je B, to¢ka na
kruznici vrhova. To¢ka B; uz krajeve tetive M'M"" daje smjer kliznih ravnina. Klize plohe sa
slike 4.2.2.a koje su paralelne s kliznim ravninama su OB- paralelnas M"' B, i MB- paralelna s
M'B;.

Isti nacin koristi se za konstrukciju podruéja OD, odnosno njegovih Kkliznih ravnina. Linija
H""H' paralelna je povrsini OH. Linija se izvlaci kroz tocku kontakta tetiva H'"H' do tocke 05 iz
koje se onda vuce ravna linija do to¢ke D;. Linija O;D, paralelna je s vanjskim opterecenjem sve
do presijecanja s kruznicom vrhova u tocki D; (povezana s krajevima tetive H'"H' ). Iz tocke
O (slika 4.2.2.a) vu¢emo liniju OD koja je paralelna s podruc¢jem H"'D; .

Dakle dobili smo obrise OMB prizma za podru¢je maksimalnih naprezanja i kut izmedu OB i
0D odnosno Kliznih ploha u posebnom podrucju.

Vrijednost radijusa singularne domene 0D izra¢unat ¢emo analiti¢ki tako da u obzir

uzimamo obris BD krivulje duz logaritamske spirale. Dakle vrijedi

Tpotetno _ ,-0tge (a) (4.2.1))

Tkonatno

Odnosno iz segmenta OB dobivamo

1
e—Otge

0D = 0B (b) (4.2.2)

Vrijednost 7yo¢etno | Tkonatno 1zvodi se iz formule 4.2.1., dok se duzina OB i kut izmedu
OB i OD tj. kut 8 racuna prema izrazu 4.2.2.

Kada iz to¢ke D nacrtamo ravnu liniju DH, koja je paralelna s linijom D, H'(slika 4.2.2. b),
spojimo tocku D glatkom krivuljom s to¢kom B dobivamo zavrSenu konstrukciju ravnine
klizanja MBDH.

Konstrukcijom kliznih ravnina potrebno je pronacdi sjecista tragova povrsina MB i DH.
Tocka Q, koja je dio linije OQ je linija djelovanja sile koja balansira pritisak na OB i OD. Kod
izracuna tezine BOD klina (sektora logaritamske spirale) potrebno je odrediti njegovo podrucje,

koje se moze izracunati iz formule:

1
= o (2 =15) (4.2.3)

Gdje su rq, r, duzine radij vektora koji granice s podru¢jem logaritamske spirale.
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4.3. Odredivanje tlaka

Odredujemo pojedinacna podrucja MOD,BOD,0ODH, tj. podruc¢ja prisilnih kolapsa koja
primjenjujemo u srediStu gravitacije odgovaraju¢ih ravnina. Kod izracuna vrijednosti pasivnog
tlaka E,, koristimo se poligonom sila prikazanim na slici 4.2.2.c. Dakle u mjerilu smo precrtali
sile nastalog ravnomjerno rasporedenog optere¢enja P na povrsini OH i sile G;G, i G3 koje su
zapravo tezine pojedinih podrucja prizme kolapsa.

Iz krajnjih tocka segmenta P + G; crtamo linije koje su paralelne s D;H' i D{H" ili linije
paralelne s DH i OD. Zatim nademo geometrijski zbroj vektora T5 i G, | rastavljamo ga po
smjerovima 0Q i MQ. Vektor T,koji dodajemo vektoru G5 rastavljamo uz smjer OB i smjer koji
je paralelan s pasivnim tlakom koji je jedna zidu,odnosno smjeru O;B;.

Iz poligona sila odredujemo vrijednost E,,. Na sli¢an nac¢in odreduje se i vrijednost aktivnog

tlaka E, na potpornim stijenkama.
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5. Zakljucak

Kada se bavimo problemima teorije granicnog stanja ravnoteze tla, do rjeSenja je moguce

do¢i pomocu uvjeta ravnoteze i dodatnog uvjeta koji govori o postojanju elementarne plohe (na

kojoj vrijedi |f| = (0, + c)tang, mora biti ispunjeno da bi tlo bilo u grani¢nom stanju
naprezanja) u svakoj tocki promatranog tla koje se nalazi u grani¢énom stanju ravnoteze, za te
elementarne plohe vrijedi da su klizne plohe tla. Kroz svaku tocku u tlu koje se nalazi u
grani¢nom stanju naprezanja prolaze dvije plohe klizanja, a grani¢na Mohrova kruznica je

upisana u kut izmedu grani¢nih linija. Dvije klizne plohe presijecaju se pod o$trim kutom
(g—(p), stvarno i sumarno naprezanje su jednaki na kliznim plohama koje se presijecaju,

sumarno naprezanje na jednoj od kliznih ploha paralelno je drugoj ravnini i prva glavna ravnina
dijeli na pola kut izmedu ploha klizanja.

Promatraju¢i ravninsko stanje naprezanja u nekoj tocki i konstrukcijom Mohrove kruznice za
takvo stanje naprezanja, te Kkoriste¢i se trigonometrijom moguce je odrediti komponente
naprezanja na promatranoj ravnini, a moguce je i odrediti sumarno srednje naprezanje, za koje
vrijedi da postoje dva rjeSenje (maksimalno 1 minimalno).

Skup koncentri¢nih kruZnica, odnosno kruZnice polova, kruZnice vrhova i kruznice ravnina
koji se naziva sustav karakteristi¢nih kruznica daje analiti¢ku vezu izmedu radijusa svih kruznica
1 sluzi kao podloga za mnoge geometrijske konstrukcije pomocu kojih se dolazi do rjeSenja
mnogih problema grani¢ne ravnoteze tla. Koriste¢i se sustavom karakteristicnih kruznica i
trigonometrijom moguce je odrediti dva analiticka rjeSenja osnovnog problema (odredivanje
smjera ravnina klizanja) koja odgovaraju dvama grafi¢kim rjeSenjima.

Iz svega navedenog da se zakljuCiti da uvijek valja obratiti paznju na graficke metode
rjeSavanja promatranih problema jer su jednostavne 1 u inZenjerskoj praksi uvijek sluze kao

kontrola teskih analiti¢kih proracuna.
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