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Sazetak

U ovom radu detaljno je objasnjena metoda virtualnog rada i njena primjena na
staticki odredenim sustavima, takoder objasnjeni su i staticki sustavi te odredivanje njihove
geometrijske stabilnosti. Na kraju rada odredeno je da li je ova metoda podobna za primjenu u

problematici za koju je namijenjena.

Kljucne rijeci; Slozeni staticki sustavi, metoda virtualnog rada, geometrijska nepromjenjivost,
polovi sustava, virtualni pomaci, trozglobni nosac, reSetkasti nosa¢, mehanizam, trazena

sila,...



Abstract

In this paper, the virtual work method and its application to statically determined systems are
explained in detail, static systems and the determination of their geometric stability are also
explained. At the end of the paper, it was determined whether this method is suitable for
application in the problem for which it is intended.

Keywords; Complex static systems, method of virtual work, geometric invariance, poles of
the system, virtual displacements, three-jointed girder, lattice girder, mechanism, required
force,...
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1. Uvod

1.1. Statiéki sustavi

U ovom diplomskom radu odredivat ¢e se geometrijska stabilnost slozenih statickih
sustava metodom virtualnog rada.
Sustavi odnosno sistemi dijele se na;
Sustave Kkoji su geometrijski nepromjenjivi, a imaju najmanji moguci broj veza koje su
ispravno rasporedene, takve sustave nazivamo staticki odredenim sustavima. Geometrijski
nepromjenjive sustave koji imaju broj veza ve¢i od najmanje potrebnog nazivamo staticki
neodredeni sustavima, dok geometrijski promjenjive sustave nazivamo mehanizmima.

Prema definiciji staticki odreden sustav je onaj sustav koji mozZe ostati u stanju
ravnoteze za opterecenje po volji i ako postoji jedinstveni skup reakcija i unutarnjih sila koje
zadovoljavaju uvjete ravnoteze sustava i njegovih pogodno odabranih dijelova.

Primjer staticki odredenog sustava prikazan je naslici 1.1.

\
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Slika 1.1. Primjer staticki odredenog sustava

Staticka definicija staticki neodredenog sustava glasi; Staticki neodredeni sustav je
spojeni sustav koji mozZe ostati u stanju ravnoteze pri bilo kakvom opterecenju, ali je broj
nepoznatih vrijednosti sila u vezama, vanjskim ili unutarnjim ili vanjskim i unutarnjim , veci
od broja neovisnih jednadzbi koje izrazavaju uvjete ravnoteZe, pa te uvjete zadovoljava
beskonacno mnogo vrijednosti sila.

Staticki gledano stupanj statiCke neodredenosti jednak je razlici broja nepoznatih

vrijednosti sila i1 broja neovisnih uvjeta ravnoteZze koje mozemo postaviti za

konstrukciju kao cjelinu i za pojedine njezine dijelove.



Dok s kinemati¢kog stajaliSta staticki neodredeni sistem je geometrijski nepromjenjiv
sistem u kojem je broj veza, vanjskih ili unutarnjih ili i jednih i drugih, vec¢i od najmanjeg
broja nuznog za njegovu geometrijsku nepromjenjivost.

Kinematicki je stupanj statiCke neodredenosti definiran kao razlika ukupnog broja
veza i najmanjeg broja veza potrebnog za geometrijsku nepromijenjenost sistema,
odnosno taj stupanj jednak je broju prekobrojnih veza (prekobrojnim vezama smatraju
se veze koje su visak pri zadovoljenju uvjeta geometrijske nepromjenjivosti, to nisu
nepotrebne veze).

Primjer stati¢ki neodredenog sustava prikazan je na slici 1.2.

Slika 1.2. Primjer staticki neodredenog sustava
Za slucaj mehanizama razlog njihove promjenjivosti moze biti nedovoljan broj ili ako
veza ima dovoljno ili previSe no nisu rasporedene na odgovaraju¢ nacin.

Primjer mehanizma prikazan je naslici 1.3.

Slika 1.3. Primjer mehanizma



1.2. Geometrijska stabilnost

Na slici 1.4. prikazani su osnovni oblici lezajeva i reakcijske sile koje se u njima javljaju kako

bi lakse objasnili devet uvjeta ravnoteze i geometrijsku stabilnost sustava.
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Slika 1.4. Reakcijske sile u leZajevima

Postoji 9 uvjeta ravnoteze, po 3 za svaku od ravnina (Xy, Xz, yz).

Ravnina xy;
n
Z Fp=0 (L1.1)
i=1
n
Z Fiy =0 (1.1.2)
i=1
n m
Z(xiFi,y +yiFix) + Z M;,=0 (1.1.3)
i=1 =1




Ravnina xz;

D=
s
&
Il
o

(1.1.4.)
=1
n
Z F,, =0 (1.15.)
i=1
n m
Z(_xiFi,z +z;Fiy) + Z M;, =0 (1.1.6))
i1 =1
Ravnina yz,
n
Z Fp=0 (L1.7)
i=1
n
> F,=0 (L18)
i=1
n m
Z(_xiFi,z +2;F;,) + Z M;, =0 (1.1.9)
i=1 =1

Dakle, promatraju¢i ravninu xy vidljivo je da vrijedi sljedece; suma svih sila u smjeru

osi x jednaka je 0, suma svih sila u smjeru osi y jednak je 0, te je suma momenata oko 0si z

jednaka 0. Analogno vrijedi i za ravnine xz i yz.




Konstrukcijska mehanika bavi se nedeformabilnim sistemima i strukturama, odnosno
konstrukcijskim sustavima koji mogu biti poremeceni bez deformiranja elemenata sustava.
Nepromijenjivost takvih sustava (njihova geometrijska stabilnost) koji su povezani s tlom
osigurana je pomocu lezajeva. Reakcije koje se javljaju u tim lezajevima uz naneseno

opterecenje tvore ravnotezni sustav pomocu vanjskih i unutarnjih sila.

U ovom poglavlju geometrijska stabilnost poblize ¢e biti objasnjena na primjeru okivira.
Okviri se sastoje od serije odvojenih, uobicajno ravnih Stapova koji su povezani varenjem,
zakovicama, vijcima ili na neki drugi nacin. Ravna reSetka je najjednostavniji
dvodimenzionalni primjer okvira. U vecini sluCajeva spojevi u okvirima nisu zglobni ve¢
sadrze odredeni stupanj krutosti. Toc¢an proracun reSetke ili okvira s krutim vezama je
kompliciraniji kako sustav postaje vise puta stati¢ki neodreden. S druge strane kada se krute
veze zamijene zglobovima analiza postaje jednostavnija i pod odredenim uvjetima jednadzbe
ravnoteze ovakvog sustava bit ¢e dostatne za odredivanje njegove geometrijske stabilnosti.
Dokazano je da ovakvom zamjenom krutih veza sa zglobovima ne dolazi do znacajnih
pogresaka tokom proracuna i analize naprezanja. Prema tome obi¢ne reSetke mozemo smatrati

zglobno povezanima radi laksSeg proracuna.

Kada promatramo sustav koji se sastoji od tri kruto povezana Stapa kao na slici 1.5., vidljivo

je da kada zamijenimo krute veze zglobovima, tada sustav ostaje nedeformabilan.

Slikal.5. Zamijena krutih veza zglobovima - TROKUT
Dakle, sustavu je onemoguceno svako iskrivljenje odnosno pomak bez deformacija barem

jednog Stapa.

Dok kod sustava koji se sastoji od Cetiri kruto povezana Stapa kao §to je prikazano na slici 1.6.
istim postupkom dobit ¢emo sustav ¢iji oblik se moze mijenjati bez deformacije ¢lanova

sustava.



Slika 1.6. Zamjena krutih veza zglobovima — CETVEROKUT
Prema tome vidljivo je da je najjednostavniji nedeformabilni sustav onaj koji se sastoji od

zasebnih zglobno povezanih stapova u oblik trokuta.

Postoji nekoliko pravila koja je potrebno slijediti tokom formiranja geometrijski stabilne
zglobno povezane reSetke koja se sastoji od viSe od tri ¢lana odnosno Stapa. Za pocetak
promotrit ¢emo sustav koji se sastoji od dva Stapa koji su smjesteni duz ravne linije i povezani
su zglobom C, njihovi krajevi definirani su sa dvije fiksne to¢ke A i B (prikazano na slici
1.7.). U slucaju kada se Stapovi AC 1 BC odvoje u tocki C, rub C Stapa AC postaje slobodna i
mice se duz luka m-m, dok rub C stapa BC se mic¢e duz luka n-n. Dva luka m-m i n-n imaju

zajednicku tangentu u tocki C.

A "\‘ .-'/,n B \

A
’ij x

.f\\

/=N

Slika 1.7. Dva stapa smjestena duz ravne linije — NESTABILAN SUSTAV

Ako se rub C jednog od ova dva Stapa pomakne za neznatno malen pomak koji je okomit na
duzinu AB, drugi Stap nece pruziti otpor tom pomaku. Dakle, sustav je geometrijski
nestabilan iz razloga jer se njegov geometrijski oblik moze mijenjati bez uzrokovanja
deformacije Stapova, odnosno bez promjene duljine Stapova. Ovakav sustav smatramo

trenutno nestabilnim.



Situacija se u potpunosti mijenja ako dva Stapa AC 1 BC nisu u istoj ravnini kao §to je
prikazano na slici 1.8. Kada se promatra ovakav slu¢aj vidljivo je da lukovi m-m i n-n nemaju
dodirnih toc¢aka, odnosno nemaju zajednicku tangentu. Dakle, najmanji pomak zgloba C je

nemogu¢ bez odgovaraju¢e deformacije Stapova.

A

=l

Slika 1.8. Dva Stapa koja ne leze na istoj liniji— STABILAN SUSTAV

Svaki dodatni zglob koji formira dio geometrijski stabilnog sustava mora biti pri¢vrséen na
sustav pomoc¢u dva odvojena $tapa ¢ije osi ne leZe na istoj liniji. Prema tome svaki sustav koji
se sastoji od zglobno povezanih trokuta, kod kojih ¢e se svaki idu¢i zglob povezati na dva
postojeca sa dva Stapa koja nisu u ravnini bit ¢e stabilan, odnosno nepromjenjiv. Prema tome,
svaki sustav koji je razvijen od zglobno povezanih trokuta, sukcesivnim dodavanjem

zglobova bit ¢e geometrijski stabilan.

Slika 1.9. Primjer jednostavne resetke
Svaka kombinacija tri zglobno povezana Stapa u trokut moze posluziti kao baza za potvrdu
geometrijske stabilnosti jednostavnih resetki. Ovo svojstvo moguce je provjeriti jednako
uspjesno obrnutim redosljedom tako da uklanjamo jedan po jedan zglob zajedno sa dva Stapa
koji mu pripadaju, ako na kraju zadrzimo jedan trokutasti okvir sustav je geometrijski

stabilan.



Ako je S broj Stapova, a K je broj zglobova. Trokut se sastoji od tri Stapa koji su povezani sa
tri zgloba, svi ostali zglobovi koji su povezani s dva Stapa se numeriraju kao (K-3). Prema
tome broj Stapova u geometrijski stabilnom sustavu jednostavno se moze dobiti iz jednadzbe

1.1.10.

S=3+2(K—-3)=2K-3 (1.1.10)

Ako je broj Stapova manji od iznosa koji dobijemo formulom 1.1.10. takav sustav je

nestabilan.
O O O @] Q O
O Q @) O @] @]

(@) (b) (c)

Slika 1.10. Primjeri sustava

Na slici 1.10.(a) prikazan je primjer nestabilnog sustava jer forumulom 1.1.10. dobijemo da je
potreban broj Stapova za postizanje geometrijski stabilnog sustava pet, dok sustav sa slike (a)
ima cetiri Stapa. Vidljivo je da je sustav sa slike (b) stabilan prema jednadzbi 1.1.10., dok za
sustav (c) prema formuli 1.1.10. jedna dijagonala je viska, ali sustav je i dalje stabilan. No
uvijet da S = 2K — 3 nije dovoljan kako bi se osigurala geometrijska stabilnost zglobno
povezanih Stapnih sustava.

Promatramo li problem povezivanja geometrijski stabilnih sustava s podlogom pomoéu

lezajeva kako je prikazano na slici 1.11.




) o

(a)

Slika 1.11. Primjeri geometrijski stabilnih sustava
U vecini slucajeva ravninske strukture (koje mozemo promatrati kao kruto tijelo) imaju dva
zglobna lezaja, jedan klizni i drugi fiksni kako je prikazano na slici 1.11.a 1 takva veza izmedu
strukture i tla je geometrijski stabilna. Nije nuzno da dva od tri potporna Stapa imaju
zajednicki zglob, zapravo ne trebaju imati ni jedan kao $to je prikazano na slici 1.11.b. No,
ako se smjerovi svih potpornih $tapova sijeku u istoj tocki kao $to je prikazano na slici 1.12.a
u toj tocki se nalazi centar rotacije oko kojeg se cijeli sustav rotira za infinitezimalne kuteve.
Cim se ostvari ovakav pomak potporni §tapovi vise se neée sije¢i u istoj tocki i svaki iduéi
pomak ¢e biti nemogué bez popratne deformacije Stapova. Ovakav sustav na taj naéin

povezan s tlom je trenutno nestabilan i takav raspored lezajeva je neprihvatljiv.

(a) (b)

Slika 1.12. Primjer geometrijski stabilnog i nestabilnog sustava

U suprotnom tri nesukladna i neparalelna Stapa ¢e uvijek osiguravati geometrijski stabilan
sustav. Sve navedeno odnosi se i na spojeve bilo koje dvije geometrijski stabilne strukture
medusobno, ali slijede¢i iduée pravilo; Dva kruta tijela ¢e formirati geometrijski stabilnu
strukturu ako su medusobno povezani sa tri Stapa koji nisu paralelni i nemaju sjeciste u istoj

tocki.



Ako je zglob smjesSten u tocki sjecista bilo koja dva od tri Stapa kojima su povezana tijela,
sustav ostaje stabilan i smatra se da su dva tijela medusobno povezana jednim zglobom i
jednim Stapom, primjer je prikazan na slici 1.12.b. Pa je lako za zakljuciti da da se dva tijela
mogu povezati krutom vezom Kkoriste¢i jedan zglob i jedan Stap, no nuzno je osigurati da

smjer Stapa ne prolazi kroz centar zgloba.

1.2.1. Odredivanje geometrijske stabilnosti

U ovom dijelu kratko ¢e biti objasnjen nacdin na koji ¢e se odredivati geometrijska
stabilnost sustava na kojima ¢e biti primjena metoda virtualnog rada.

Uvijet geometrijske nepromjenjivosti glasi;

S=np-3-ng -2—ny=0 (1.1.11.)

Uvijet geometrijske nepromjenjivosti / broj stupnjeva slobode sustava; objasnjenje

S:nD'3_l_2'21_4"22_6'23..._3'20:O (1112)

Pri ¢emu je;

np broj diskova

¢
<

10




[ broj reakcija u lezajevima

7, oznacuje broj jednostrukih zglobova, odnosno to su zglobovi koji povezuju 2 diska

z, oznacuje broj dvostrukih zglobova, odnosno to su zglobovi koji povezuju 3 diska

//

/

P

AN

Zy oznacuje broj krutih veza, odnosno predstavlja svaki spoj dva diska bez zgloba

71

11



2. Teoretske osnove metode virtualnog rada

2.1. Virtualni rad

Mehanicki rad definiran je kao svladavanje sile na nekom putu, te je razmjeran duljini
puta i vrijednosti komponente sila na pravcu puta.
Sila se prikazuje vektorskom funkcijom polozaja jer duz puta moze mijenjati

vrijednost i pravac djelovanja.

F:iR* > V3, Fi(x,y,2) - F(x,y,2) = RExy, 20+ Fxy, 0] + BExy 2k (211)

Moguée je poistovijetiti todku (x,y,z) s njenim radij-vektorom 7 = xi + yJ + zk, pa

krac¢e zapisano dobivamo sljedeci oblik;

F:v3 > V3, F:f - F(#) = E(MI+E,@J + Bk (2.1.2)

Slika 2.1. Rad sile F na putu AB
Rad koji vri sila F na putu od tocke A do tocke B je skalarna veliina koja je jednaka
vrijednosti krivuljnog integrala druge vrste. Vrijednost krivuljnog integrala druge vrste

prikazana je izrazom 2.1.3.

Wp = [ F () - dif = [ 5 F, dx + E,(®) dy + E() dz (2.1.3)

12




U nekoj to¢ki puta AB koja je definirana vektorom # na pravcu puta djeluje samo
komponenta sile koja je okomita na smjer djelovanja vektora, oznacit ¢emo je s FI(#).
Odnosno, ako je primjerice put pravocrtan, a sila je stalna po pravcu i vrijednosti, te se jos
poklapa i s pravcem puta, rad koji vrsi ta sila na tom pravocrtnom putu jednak je umnosku
duljine prijedenog puta i intenziteta sile. No, prilikom izra¢una rada potrebno je pripaziti na
predznak, dakle rad ¢e se smatrati pozitivhim ako sila ne$to pomice, a u slucaju da se sila
neéemu odupire rad ¢e se smatrati negativnim. Komponenta sile FII(#) jednaka je
horizontalnoj projekciji vektora sile F(#) na pravac puta, te je vrijednost takve projekcije
jednaka skalarnom produktu jedini¢nog vektora t tangente na krivulju AB u tocki 7 i vektora
promatrane sile (slika 2.1.).

Infinitezimalni rad sile F(7) pri beskrajno malom pomaku d7 po tangenti na krivulju

puta zadan je formulom.

ar
lld7 ||

lld7 |

dW(7, d7) = [F@) - t]lld7]| = [ﬁ(F) . lla?]] (2.1.4)

] a7l = [F (@) - d7]

= F(7) - d¥

Na putu AB rad dobijemo na naGin da integriramo prethodno prikazane

infinitezimalne radove uzduz cijelog puta AB. Rad na putu AB prikazan je izrazom 2.1.5.

Wp = [ dB(F, d7) = [ 5 F(F) - d7 (2.15)

Put na kojem djeluje sila moguce je opisati parametarski zadanim lukom krivulje, te je

njegov vektorski prikaz sljedeci.

frs - 7(s) = x(8)T+ y(s)] + z(s)k, S € [S4, 5] (2.1.5)

Pomocu vektora 7(s,) =74 i 7(sg) = 7y definira se pocetna i krajnja tocka puta, to
jest definiraju se tocke A i B. Kada to¢ka koja je definirana vektorom #(s) prolazi lukom AB
te raste od vrijednosti s, do sz onda ona odreduje pozitivnu orijentaciju luka. Prikaz vektora
je dan sljede¢im izrazom (2.1.6.), te je njegova orijentacija jednaka orijentaciji luka, dakako

ona odreduje i tangentu na krivulju u tocki 7(s).

d7(s)
ds

#(s) = =X ()T + Y ()] + 2 (s)k (2.1.6.)
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Pa se tako infinitezimalni rad sile F(#) na putu d7 prikazuje sljede¢im izrazom;

dW(s, ds) = F(F(s)) - dF(s) = F(7(s)) - [ (s)ds] = [F(7(s)) - #'(s)]ds (2.1.7.)

Prema tome rad sile F na putu od tocke A do tocke B moguce je izraunati pomocu

sljedeceg integrala;

Wag

f B[Fx(F(s))x’(s) + E,(7())y'(s) + E,(7(s))Z'(s)]ds (2.1.8)

SA

U slucaju kada rad neke promatrane sile ne ovisi o putu na kojem ta sila vrsi rad, ve¢
ovisi samo o polozaju pocetne i krajnje to¢ke, odnosno o polozaju toaka A i B na slici 2.1.,
takvu silu nazivamo potencijalnom ili konzervativnom silom. Primjer konzervativne sile je
primjerice gravitacijska sila, dok je sila trenja primjer nekonzervativne sile. Prema
navedenom dokazujemo da je neka sila konzervativna ako je njen rad na nekoj zatvorenoj

krivulji C jednak nuli, odnosno ako vrijedi sljedece;

$ F(#)-di =0 (2.1.9)

Kada na konstrukciju djeluju razli¢ita djelovanja, kao $to su vanjske sile ili primjerice
promjene temperature konstrukcija mijenja oblik. U takvim slu¢ajevima vanjske sile rade na
pomacima toc¢aka u kojima djeluju, a unutarnje sile rade na beskona¢no malim prirastima
pridruzenih polja pomaka. Govore¢i o radu opéenito koristit ¢emo oznaku 2B, za rad vanjskih
sila sluzimo se oznakom B, a za rad unutarnjih sila 2X.

Virtualni rad objasnit ¢emo na matematickom modelu koji je idealizirana slika dijela
stvarnosti, odnosno dio stvarnosti je ishodiste modela, dok sam model nije stvarnost.

Pomak na kojem neka stvarna sila vr$i rad ne mora nuzno biti stvaran, ve¢ ga je
dovoljno samo zamisliti. Takav pomak naziva se virtualnim pomakom (virtualnan, odnosno
prividan pomak), a rad stvarne sile na virtualnom pomaku naziva se virtualni rad. U slu¢aju
kada zamisSljena odnosno virtualna sila djeluje na stvarnom pomaku (stvaran pomak izazvan
je stvarnim silama koje su neovisne o virtualnoj sili, primjerice temperaturne promjene), tada
rad te virtualne sile na takvom stvarnom pomaku takoder nazivamo virtualnim radom.

Prilikom biranja virtualnih pomaka potrebno je pripaziti da zami$ljeni pomaci ne
naruse geometrijske odnose u konstrukciji, te se pretpostavlja da se vrijednosti stvarnih sila,
tokom tih zamisljenih pomaka, ne mijenjaju i pravci na kojima te sile djeluju ostaju paralelni s

pravcima na kojima su djelovale prije pomicanja.
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Prikazemo li virtualni pomak hvatista sile F vektorom 61, tada ée virtuali rad te sile na

tom pomaku biti jednak;

SW = F - §i = Fdu, - F,6u, - F,6u, (2.1.10)

Zamis$ljeni pomaci toCaka konstrukcije u odredenom smislu odgovaraju stvarnim
pomacima, konstrukcija prilikom takvih pomaka ostaje cjelovita. Dakle, pomicu se hvatista
sile 1 susjedne toCke, a promjenjeni oblik osi dijelova konstrukcije prikazuje se glatkim
krivuljama, te se polje virtualnih pomaka opisuje diferencijalnim vektorskim ili skalarnim

funkcijama vektorske ili skalarne vrijable prikaz je slijedeci;

Su:v - su(r), Su:s — Su(s), Sw:x - Sw(x), (2.1.11)

Moguce stanje pomaka je zapravo polje pomaka koje zadovoljava uvjete neprekinutosti
i geometrijske rubne uvijete. Odnosno, za primjerice Bernoulli-Eulerovu gredu progibna linija
tada ne smije imati lomove i skokove, te mora prolaziti kroz lezajne tocke. Kratak podsjetnik,
Bernoulli-Eulerova greda je model koji pokazuje ponasanje greda prilikom djelovanja
aksijalnih sila i savijanja, dvije glavne pretpostavke ovog modela su da popre¢ni presjeci
Stapa ostaju ravni i okomiti na os $tapa kao i prije deformacije (Bernoullieva hipoteza ravnih
presjeka), te vrijedi da su deformirani kutevi na krajevima grede jednaki kutevima koje
tangente na zakrivljenu os grede zatvaraju s osi x. Takoder vrijedi da popre¢ne sile rade na
klizanju ravnina popre¢nih presjeka.

Analogno tome, moguce stanje ravnoteze sustava je skup reakcija i unutarnjih sila koje

su U ravnotezi sa zadanim vanjskim i unutarnjim silama.
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2.2. Teorem o virtualnim pomacima

Prilikom objasnjenja teorema o virtualnim pomacima ogranicit ¢emo se na
analizu ravne grede koja se nalazi u ravnini xz. Os x se poklapa s osi grede, jedan kraj grede
nalazi se u ishodistu koordinatnog sustava, dok se drugi kraj nalazi na osi apscice u tocki I,
dakle dujina promatrane grede bi ¢e |. Lezajevi se nalaze u krajnjim tockama grede.

Uzduzna 1 poprecna djelovanja na gredu analiziraju se razdvojeno posto su ona u

okvirima linearne teorije medusobno neovisna.

N(x) X) N(x+dx)
-y > P P
) S dx v

Slika 2.2. Infinitezimalni odsjecak izmedu poprecnih presjeka kroz tocke x i x+dx

Na slici 2.2. prikazan je odsjecak grede izmedu tocaka X i x+dx, na tom dijelu grede po
pravcu osi grede djeluje distribuirana sila p, uzduzna sila u presjeku x djeluje u suprotnom
smjeru pa je negativnog predznaka —N(x), dok u presjeku x+dx djeluje uzduzna sila N(x +
dx). Polje uzduznih virtualnih pomaka grede prikazano je funkcijom (2.2.1.) te su orijentirane

duljine pomaka krajeva promatranog dijela grede du(x) i du(x + dx) prikazane naslici 2.3.

Su:x - 6u(x) = Su(x)t (2.2.1)
| P - > -
| ou(x) | - du(x+dx)

Slika 2.3. Orijentirane duljine pomaka promatranog dijela grede
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Vrijednost distribuirane sile p ne mijenja se duz promatranog dijela grede i jednaka je
vrijednosti p(x) u to¢ki x, odnosno jednaka je vrijednosti rezultante pripadnog dijela sile
p(x)dx koja djeluje u tocki x, te vrsi infinitezimalni virtualni rad ¢ija vrijednost je prikazana

slijede¢om formulom.

[p(x)dx]6u(x) (2.2.2)

Pa se radovi uzduznih sila na virtualnim pomacma krajeva odsjecka prikazuju

slijede¢im izrazima:

—N(x)oéu(x) i N(x+ dx)éu(x+ dx) (2.2.3)

Prvi izraz ima negativan predznak jer je vidljivo iz slike 2.3. da se sila na koja djeluje
na lijevom kraju suprotstavlja pozitivnom pomaku.

Prikazemo li infinitezimalne pomake AN i Adu od funkcija N i du diferencijalnima
dN i déu dobivamo:

N(x+ dx) = N(x) + AN(x,dx) = N(x) + dN(x,dx) = N(x) + N'(x)dx

2.2.4.
Su(x + dx) = du(x) + Adu(x, dx) = Su(x) + déu(x, dx) = du(x) + éu'(x)dx ( )

Prikaz rada na desnom kraju odsjecka grede prikazanog na slici 2.3. je slijedeci:

N(x + dx)éu(x + dx) = [N(x) + N'(x)dx][6u(x) + §u'(x)dx] (2.2.5)

Nakon sredivanja desne strane prethodog izraza 1 uzimaju¢i u obzir da je

N'(x)6u'(x)(dx)? neizmjerno mala veli¢ina vrijedi slijedece:

N(x + dx)éu(x + dx) = N(x)éu(x) + N(x)[6u'(x)dx] + [N'(x)dx]éu(x) (2.2.6.)

Dakle, pri infinitezimalnom rastu varijable x za dx od desnog kraja predhodnog do
desnog kraja promatranog dijela grede virtualni rad koji vr$i uzduzna sila se povecava za
zbroj infinitezimalnog rada sile. Zbroj radova uzduznih sila na virtualnim pomacima krajeva

odsjecaka promatrane grede prikazan je izrazom 2.2.7.

—N(x)oéu(x) + N(x + dx)Su(x + dx) = N(x)[6u'(x)dx] + [N'(x)dx]u(x) (2.2.7)
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Na promatranom dijelu grede uz uzduzne sile dijeluje i sila p, pa se prema tome izrazu

2.2.7. pribroji izraz 2.2.2., te dobivamo slijedece.

—N(x)0u(x) + N(x + dx)éu(x + dx) + [p(x)dx]ou(x)

(2.2.8)
=~ N(x)oéu'(x)dx + [N’ (x) + p(x)]dxsu(x)

U slucaju kada je prije virtualnog pomaka promatrani dio grede bio u ravnotezi, sile

koje su djelovale na njega zadovoljavale su diferencijalnu jednadZbu ravnoteze.

N'(x)+px)=0 (2.2.9.)

Posto se prema ranije postavljenim pretpostavkama sile i njihovi geometrijski odnosi

pomicanjem nisu mjenjali, odnosno ostaju u ravotezi izraz 2.2.8. poprima oblik.

—N(x)éu(x) + N(x + dx)éu(x + dx) + p(x)du(x)dx = N(x)éu'(x)dx (2.2.10.)

U izrazu 2.2.10. na desnoj strai znaka = definiran je infinitezimalni rad uzduzne sile na

infinitezimalnom prirastu polja uzduznih virtualnih pomaka.

déUy (x,dx) = N(x)déu(x,dx) = N(x)[6u'(x)dx] = N(x)[5e(x)dx] (2.2.11)

Rad doUy (x,dx) predstavlja rad koji preostaje kada se zbroje radovi svih sila koje
djeluju na infinitezimalni odsjeCak. PoSto je promatrana greda sastavljena od beskonacno
mnogo infinitezimalnih dijelova a za svaki od njih moguce je napisati izraz jednak izrazu

2.2.10. , te zbrajanjem tih izraza za sve infinitezimalne dijelove dobije se slijedeci izraz.

l l

p(x)du(x)dx = J N(x)éu'(x)dx (2.2.12)

0

=N (0)éu(0) + N(Dsu(l) + J
0

Na lijevoj strani izraza nalaze se samo izrazi za radove sila u ravninama krajnjih
presjeka iz razloga jer se sve ostale sile koje djeluju na pojedinim infinitezimalnim dijelovima
grede poniStavaju jer je zapravo rije¢ o istom popre¢nom presjeku na kojem sile istog
intenziteta djeluju u suprotnim smjerovima. Sile koje djeluju na krajnjim presjecima su

vanjske sile, poput reakcija ili sila koje su zadane kao opterecenje (prikaz na slici 2.4. slucaj

1.). Za vanjske sile uvodimo slijedece oznake IVO i IVI kako bi vrijedile iduce jednakosti.

NO)=-N,  N() =N, (2.2.13)
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U slucaju lijevo prikazane jednakosti postoji negativan predznak zbog raziliCitih

orijentacija vanjskih i unutarnjih sila (prikaz na slici 2.4., slucajevi 2. 1 3.).

1 | .
AR F

2. — .
Ny N,

3. — S
N(0) N(/)

Slika 2.4. Prikaz vanjskih sila koje djeluju na promatrani dio grede

U ovom slucaju jednadzba (2.2.12.) sada prikazuje jednakost virtualnih radova vanjskih i

unutarnjih sila, te poprima slijedeci oblik:

l l

p(x)du(x)dx = J N(x)éu'(x)dx

Nyéu(0) + N;6u(l) + f
0 0

(2.2.14.)

Lijjeva strana jednadzbe prikazuje rad vanjskih sila, dok desna strana jednadZbe

prikazuje virtualni rad uzduZnih sila.

] I
oUy =j N(x)oéu'(x)dx = j N(x)6€(x)dx
0 0

(2.2.15.)

Prilikom djelovanja distribuirane sile okomito na os promatrne grede logi¢no je da se u

popre¢nim presjecima javljaju popre¢ne sile i momenti savijanja. Polje virtualnih pomaka koji

su okomiti na os promatrane grede opisano je funkcijom 2.2.16. Duljine pomaka na krajevima

promatrane grede te njihove orijentacije prikazane su naslici 2.5.

85@:x - 8@(x) = sw(x)k

(2.2.16.)
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q(x)
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Sw(x) Bw(x+dx)

q(x)
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Slika 2.5. Prikaz orijentiranih duljina virtualnih pomaka okomitih na os grede

Duljine pomaka promatranog presjeka oznacavat ¢emo s dw(x) i Sw(x + dx), te je
prikazano na slici 2.5. da duz promatranog presjeka djeluje okomito na njegovu 0s
kontinuirano optereé¢enje ¢ koje je konstantnog iznosa q(x). Takoder, u presjecima djeluju
rezne sile suprotnih smjerova —T (x) i T(x + dx) kao $to je prikazano na slici 2.5. Uvedemo

li rezne sile u formulu za virtualni rad dobivamo slijedeci izraz.

—T(x)ow(x) + T(x + dx)éw(x + dx) + [q(x)dx]Sw(x) (2.217)
= T(x)6w'(x)dx + [T'(x) + q(x)]dxSw(x) T

Uz uvjet da sile zadovoljavaju sljedeci izraz;
T'(x)+q(x)=0 (2.2.18))

Jednadzba 2.2.17. poprima slijedeci oblik;

—T(x)Sw(x) + T(x + dx)éw(x + dx) + g(x)dw(x)dx = T(x)éw'(x)dx (2.2.19.)
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Te ¢emo uvesti da je polje kutova virtualnih zaokreta ravnina poprecnih presjeka

zadano slijede¢om funkcijom,;

59: x - 59(x) (2.2.20.)

Utjecaj distribuirane sile 1 prirasta poprecne sile ne utjeCe na momentnu ravnotezu, to
jest njihov utjecaj je zanemariv. Kada se na promatrani dio grede nanose momenti —M(x) i
M(x + dx), te u presjecima djeluju joS i poprecne sile koje su suprotnih predznaka +T(x)
kao sto je prikazano na slici 2.6., spomenuti momenti uzrokuju zaokrete popre¢nih presjeka, a
kutove tih zaokreta oznacujemo sa §9(x) i §9(x + dx), dok poprecne sile tvore spreg sila

koji ima negativan smjer vrtnje i intenzitet iznosa |T(x)|dx. Rad popreénih sila jednak je;

—[T(x)dx]69(x) = =T (x)69(x)dx (2.2.21))
T(x) M(x+dx)
1 L . _J
] 2

Slika 2.6. Zaokreti ravnina poprcnih presjeka
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Sada infinitezimalni virtualni rad momenata na promatranom dijelu grede prikazujemo

slijede¢im izrazom;

—M(x)59(x) + M(x + dx)89(x + dx) — T(x)59(x)dx (22.22)
= M(x)89'(x)dx + [M'(x) — T(x)]dx59(x) o

Uz uvjet da momenti i poprecne sile zadovoljavaju sljedeci izraz;
M(x)—T(x)=0 (2.2.23.)

Izraz 2.2.22. poprima oblik;

—M(x)59(x) + M(x + dx)89(x + dx) — T(x)59(x)dx = M(x)59'(x)dx (2.2.24))

Uredivanjem izraza 2.2.24. i pribrajanjem mu izraza 2.2.19. dobivamo oblik ¢ija desna
strana je jednaka infinitezimalnom radu momenata savijanja na infinitezimalnom prirastu

polja virtualnih zaokreta ravnina popre¢nih presjeka.

—M(x)69(x) + M(x + dx)69(x + dx) — T(x)Sw(x) + T(x + dx)Sw(x + dx) (2.2.25)
+ g(0)dw(x)dx = M(x)59'(x)dx + T(x)[69(x) + Sw' (x)]dx o
AUy, (x, dx) = M(x)d&9(x,dx) = M(x)[69'(x)dx] (2.2.26.)

Prema teoriji savijanja Bernoulli-Eulera ravnine popre¢nih presjeka imaju kutove zaokreta
jednake kutovima koji s osi x zatvaraju tangente postavljene na os grede, odnosno . §9 = 6.

Nadalje; §¢ = —6w’, odnosno 69’ = —6w" = 8k, pa dobivamo;

déUy (x,dx) = M(x)dSp(x,dx) = M(x)[6k(x)dx] (2.2.27.)

Ako vrijedi da je 69 = §¢ = —6w' dobivamo

T(x)[69(x) + 6w'(x)]dx =0 (2.2.28))

Izraz 2.2.28. dokazuje da su poprecne sile, koje bi trebale uzrokovati klizanja ravnina
poprecnih presjeka jednake nuli, odnosno ne postoje (druga pretpostavka Bernoulli-Eulerove

teorije). Prema TimoSenku kut zaokreta koji zatvaraju normle na promatranu ravninu jednak
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je zbroju kuta zaokreta tangente na os promatrane grede i kutu otklanjanja do kojeg dolazi

zbog klizanja promatrane ravnine. Dakle, vrijedi;

609 =6p + 6y =—-d6w' +6y i 69 + dw' = by (2.2.29.)

Pa je sada infinitezimalni rad popre¢ne sile na infinitezimalnom prirastu polja virtualnih

klizanja ravnina jednak slijede¢em izrazu.

déUy(x,dx) = T(x)[dy(x)dx] (2.2.30.)

Za virtualni rad na promatranom odsjecku virtualne Bernoulli-Eulerove grede vijedi slijedece;

—M(x)6p(x) + M(x + dx)S¢p(x + dx) — T(x)éw(x) + T(x + dx)dw(x + dx) (2.231)
+ q(x)Sw(x)dx = M(x)8K(x)dx T
Dok virtualni rad na TimoSenkovoj gredi ima slijedeéi izraz
—M(x)d9(x) + M(x + dx)89(x + dx) — T(x)dw(x) + T(x + dx)Sw(x + dx) (2.232)

+ q(x)Sw(x)dx = M(x)69'Pdx + T(x)y(x)dx

Kada se promatrana greda podijeli na beskonaén mnogo infinitezimalnih dijelova svaki od
njih moguce je opisati izrazima 2.2.31. i 2.2.32. Zbrajanjem dva susjedna elementa poniste se
izrazi za rad na uzduznim virtualnim pomacima, izrazi za rad momenata i izrazi za rad
poprecnih sila u ravnini zajednickog popre¢nog presjeka. 1z navedenog dobivamo slijedece za

Bernoulli-Eulerovu gredu;

MySp(0) + M;5¢9 (1) + Tydw(0) + T;6w (1)
L L (2.2.33))
+ f q(x)Sw(x)dx =f M(x)6r(x)dx
0 0
Za TimoSenkovu gredu;
My69(0) + M;69(1) + Tydw(0) + T 6w (1)
(2.2.34))

1 1
+j q(x)éw(x)dx =f [M(x)59'(x) + T(x)6y(x)]dx
0 0

Vrijednosti vanjskih sila na kraju prvog i pocetku zadnjeg odsjecka oznacavaju se sa
To, Ty, My i M.
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Za Bernoulli-Eulerovu gredu virtualni rad momenata savijanja je prikazan kao;

I
SU,, = f M(x)69' (x)dx (2.2.35.)

I
SUy = f M(x)ok(x)dx (2.2.36.)

Virtualni rad poprec¢nih sila prema TimoSenkovoj teoriji je onda;

i
U, = f T(x)6y(x)dx (2.2.37.)
0

Kada na neku gredu djeluju sile uzduz osi te grede i sile okomito na os grede za Bernoulli-

Eulerovu gredu vrijedi;

Nooéu(0) + N;ou(l) + Todw(0)+T; 6w (l) + Mydp(0) + M (1)

l
+f [p(x)du(x) + q(x)dw(x)dx]
0

(2.2.38.)

l

= f [N(x)be(x) + M(x)bk(x)]dx
0
Dok isti izraz na TimoSenkovoj gredi ima oblik;
No6u(0) + Nydu(l) + Tydw(0)+T; 6w (1) + My69(0) + M;69(1)

l

+ J;) [p(x)du(x) + q(x)dw(x)dx] (2.2.39)

1
= f [N(x)8e(x) + T(x)b6y(x) + M(x)59'(x)]dx
0

Pomocu jednadzi 2.2.38. i 2.2.39. dosli smo do dokaza za prvi dio teorema o virtualnim
pomacima. Teorem 0 virtualnim pomacima govori da za slucaj kada na konstrukciju djeluju
vanjska opterecenja, te se konstrukcija u takvim uvjetima nalazi u stanju ravnoteze tada je rad
stvarnih vanjskih sila na odabranim poljima virtualnih pomaka jednak radu stvarnih
unutarnjih sila na infinitezimalnim prirastima tih polja.

Prema TimosSenku biraju se polja virtualnih translacijskih pomaka koje ozna¢avamo s
du i dw 1 polje virtualnih zaokreta popreénih presjeka koje se opisuje poljem kutova zaokreta
9. Dok su prema Bernoulli-Euleru kutovi zaokreta poprec¢nih ravnina jednaki kutovima
nagiba tangenti na liniju progiba, §to je i vidljivo iz slike 2.6., dakle vrijedi da je §9 = ¢ i ti
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kutevi odredeni su iz polja vrijednosti popre¢nih pomaka pomocu izraza §¢ = —dw’, pa se

odabiru polja virtualnih tranlacijskih pomaka du i dw. Sada vrijedi sljedeéi izraz;

0B = 6U

(2.2.40.)

Sljedece diferencijalne jednadzbe moraju biti zadovoljene za vanjske i unutarnje sile, ako se

promatra beskona¢no mali element grede koji se nalazi u ravnotezi.

N'(x)+px)=0 / du(x)dx

T'(x) +q(x) =0 /-Sw(x)dx (2.2.41))
M (x)—T(x)=0 /-69(x)dx

N'(x)éu(x)dx + p(x)du(x)dx = 0

T'(x)éw(x)dx + q(x)Sw(x)dx = 0 (2.2.42))

M'(x)89(x)dx — T(x)69(x)dx = 0

Izrazi 2.2.42. se integriraju po duljini grede te se zatim zbrajaju i dobiva se slijedeci izraz.

[N ()su()dx + [, T'()8w(x)dx + [, M' ()89 (x)dx — [, T(x)69(x)dx +

fol[p(x)é'u(x) + q(x)Sw(x)]dx = 0

(2.2.43)

Uz parcijalnu integraciju i primjenu osnovnog teorema integralnog racuna dobivamo;

I i
J N'(x)Su(x)dx = N(D)éu(l) — N(0)6u(0) — J N(x)éu'(x)dx
0

0
l

1
f T'(x)ow(x)dx = T()éw(l) — T(0)Sw(0) —f T(x)6w'(x)dx
0 0

! !
J M'(x)89(x)dx = M(1)69(l) — M(0)69(0) — j M (x)89'(x)dx
0 0

(2.2.44.)

Ako se vratimo na izraz 2.2.7. vidimo da je izraz N(x + dx)du(x + dx) zapravo prirast

funkcije Néu prilikom rasta varijable x za iznos dx. Takav prirast moze se prikazati pomocu

diferencijala;

—N(x)du(x) + N(x + dx)Su(x + dx) = [N(x)du(x)]' dx

(2.2.45.)
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Iz izraza 2.2.44. i 2.2.45. dobivamo;

l
_N(0)su(x) + N()su(l) = f [N GO)ou(o)] dx (2.2.46))

0

Usporedbom izraza 2.2.7. i 2.2.45. dolazimo do izraza 2.2.47. i 2.2.48., te iz posljednjeg

dolazimo do izraza za parcijalnu integraciju.

[N(x)éu(x)]'dx = N(x)[6u'(x)dx] + [N'(x)dx]Su(x) (2.2.47.)

I I i
J.[N(x)Su(x)]’dxzf N(x)6u’(x)dx+f N'(x)Su(x)dx (2.2.48))

0

AKo iz izraza 2.2.44. uvrstimo desne strane u izraz 2.2.43. te uvedemo izraze N(l) = N, ,

N(0) = —N, i tome sli¢no i sredimo jednadzbu, dobivamo sljedece;

Nodu(0) + N,su(l) + Todw(0) + T,8w(l) + My59(0) + M,89(1)

l
+ .]; [p(x)éu(x) + q(x)éw(x)]dx (2.2.49)

]
= f {N(x)Su’(x) + T(x)[69(x) + Sw'(x)] + M(x)&?’(x)} dx
0

Kada se u izraz 2.2.49. uvrsti du' = e i 69 + 6w’ = 8§y dolazimo do izraza 2.2.39., a

uvrStavanjem izraza Su’ = 8¢, 69 = —6w’ = 8¢ i 69’ = 5k dobivamo izraz 2.2.38 .

Promatraju¢i Bernoulli-Eulerovu gredu 1 njeno savijanje moguce je dokazati prvi dio

teorema o virtualnim pomacima na slijedeci nacin.

M'(x)+q(lx)=0 (2.2.50.)

Izraz 2.2.50. pomnozimo sa dw(x)dx i integriramo dobiveni izraz po cijeloj duljini grede

I I
j M"(x)6w(x)dx +J q(x)éw(x)dx =0 (2.2.51))
0 0
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Parcijalno deriviramo izraz fol M" (x)6w(x)dx te dobivamo;

l l
f M ()50 (x)dx = M'(x)50() | é— f M ()80 (x)dx (2.2.52)

Zatim izraz | Ol M'(x)6w'(x)dx jo§ jednom parcijalno integriramo

l l
f M' ()6’ (x)dx = M(x)&u’(x)| é— f M(x)8w" (x)dx (2.2.53)
0 0

Ako vrijedida je M'(x) = T(x), Sw'(x) = =dp(x) i Sw" (x) = —5k(x) dobivamo;

[, M" (0)6w(x)dx = TWSw(l) — T(0)6w(0) + M(DSp(1) —
(2.2.54.)
M(0)89(0) — [, M(x)8k(x)dx
Finalno;
l
T(DHSw() —T0)6w(0) + M(D)Sp(l) — M(0)5p(0) + f q(x)éw(x)dx
° (2.2.55.)

1
= f M(x)6r(x)dx
0

Dakle, da bi se dokazao prvi dio teorema o virtualnim pomacima uvjet je da se sustav
nalazi u stanju ravnoteze, a kao njegov dokaz dobivamo jednakost virtualnih radova.
Odnosno, izraz 2.2.40. je zadovoljen ako reakcije i rezne sile uravnotezuju opterecenje koje je

naneseno na zadani sustav uz nasumi¢no odabrana polja virtualnih pomaka.

Drugi dio teorema o virtualnim pomacima je zapravo obrat prvog dijela. Drugi dio
glasi; vanjske sile koje djeluju na neki sistem su u ravnotezi s reznim silama ako je rad
stvarnih vanjskih sila na svim poljima virtualnih pomaka jednak radu stvarnih reznih sila na
infinitezimalnim prirastima tih polja.

Da bi dokazali drugi dio teorema o virtualnim pomcima potrebno je iz jednadzbe rada
koja se nalazi u integralnom obliku dobiti diferencijalne jednadzbe ravnoteze.

Kada pomocu izraza 2.2.7. infinitezimalne odsjecke neke promatrane grede zbrojimo

dobivamo slijedece.

l l

N(x)ou' (x)dx+f N'(x)Su(x)dx (2.2.56.)
0

—N(0)6u(0) + N(D)Su(l) = f

0
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Sredivanjem dobivamo;

l l
f NGO (x)dx = —N(0)8u(0) + N(1)su(l) — f N’ () S () dx

0

(2.2.57.)

Na lijevoj strani izraza 2.2.57. pomocu integrala fol N(x)du' (x)dx dobivamo virtualni rad

koji uzrokuju uzduzne sile. Vraéajuéi se na izraz 2.2.14. i zamjenom | Ol N(x)ou' (x)dx s

izrazom 2.2.57. dobivamo.

I
Nodu(0) + N;6u(l) + f p(x)ou(x)dx

0

l (2.2.58.)
= _N(0)8u(0) + N(D)du(D) f N' () Su(x)dx
0
Sredivanjem izraza 2.2.58. dobivamo;
l
[N(0) + Np]6u(0) + [-N(D) + N;]su(l) + f [N'® + p(x)]6ulx)dx =0 (2.2.59)
0
Pribrojnici iz izraza 2.2.59. imaju moguénost mijenjanja svojih vrijednosti pa slijedi;
[N(0) + Ny]éu(0) =0 véu(0)
—N(l) + N;Jou(l) =0 véu(l
[-N(D) + NJou() u(l) (2.2.60)

!
J [N'(s) + p(x)]ou(x)dx =0 Vou
0

Posto su N(0), N(1), Ny, N;, u(0) i Su(l) skalarne veli¢ine prva dva uvjeta imaju oblik

ax =0 VxeR (2.2.61.)
Izraz 2.2.61. je ostvariv u slucaju kada je a = 0 odnosno
NO)+N,=0 i ~N(O)+N,=0 (2.2.62)
Nadalje iz izraza
i
f [N'(x) + p(x)] Su(x)dx = 0 Véu (2.2.63.)
0
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Slijedi;

N'x)+px)=0 za xe€(0,0) (2.2.64.)

U izrazu 2.2.63. umjesto funkcije [N’ (x) + p(x)]du(x) mogucée je pisati opéeniti izraz

f(x)6(x), te pretpostaviti slijede¢i izraz vrijedi za sve funkcije §.

l
f f(x)6(x)dx =0 (2.2.65.)

Ako vrijedi za sve funkcije & onda vrijedi i za opCenitu funkciju §(x) = f(x)

l
f f2(x)dx =0 (2.2.66.)
0

Kako je poznato da za izraz f2(x) = 0 i uz poznatu ¢injenicu da je vrijednost integral jednaka
povrsini ispod grafa promatrane funkcije vrijedi da je vrijednost izraza 2.2.66. jednaka nuli
samo u slu¢aju kada je f = 0. U slucajukadaje f = N' +p i § = du vrijedi da iz izraza
2.2.63. dobivamo izraz 2.2.64. Odnosno, daljnim promatranjem dolazi se do tvrdnje da sustav
sila koje djeluju na svim poljima virtualnih pomaka zadovoljava jednakost virtualnih radova
vanjskih 1 reznih sila koja je dana izrazom 2.2.14., takoder zadovoljava izraz 2.2.64., te

zadovoljva sljedece rubne uvjete.

NO)=-N, i N()=-N, (2.2.67)

Kada dokazujemo drugi dio teorema o virtualnim pomacima na Timosenkovoj gredi vracamo
se naizraz 2.2.34. U navedenom izrazu na desnoj strani nalazi se integral zbroja koji ¢emo

sad prikazati pomocu izraza &y = 69 + Sw'.

l
J TW[690) + 80’ ()] + M(x)69' (0)}dx
0
l
- J T(0)89(x)dx (2.2.68)
0

l l
+f T(x)6a)’(x)dx+fM(x)619’(x)dx
0 0
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U slu¢aju Bernoulli-Eulerove grede koristimo se izrazom §9 + dw’ = 0 pa vrijedi slijedece;

l
f TGO[S9(x) + 60’ ()]dx = 0

(2.2.69.)

Kada izraz, odnosno integral iz izraza 2.2.69. pribrojimo desnom dijelu izraza 2.2.33. uz

jednakost 5k = 69’, tada je izraz 2.2.33. moguce prikazati na sli¢an nacin.

Integrale koji sadrze derivacije polja virtualnih radova prikazujemo kao;

l l
f T(0)8w' (X)dx =T(Dw(l) — T(0)5w(0) — f T' ()80 (x)dx

l l
f M ()89’ (x)dx = M(DI(L) — M(0)59(0) — f M’ (x)89(x)dx
0 0

(2.2.70.)

Izraze 2.2.70. uvrstimo na desnu stranu izraza 2.2.33. ili 2.2.34. i nakon sredivanja dobivamo;

[T(0) + Ty]léw(0) + [-T () + T;]6w(l) + [M(0) + M,]69(0)
!
+ [-M (D) + M;]69(1) + f [T'(x) + q(x)]6w(x) dx

0 (2.2.71)
l
+f [M'(x) — T(x)]69(x)dx = 0
0
Da bi zbroj 1z 1zraza 2.2.71. bio jednak nuli mora vrijediti slijedece;
[T(0) + Tol6w(0) =0  VEw(0),
[-T(D) + T80 =0  Véw(l),
[M(0) + My]69(0) =0  v59(0),
[-M() + M,)69(1) =0 v9(D), (2.2.72)
FIT' GO + q(0] Sw() dx = 0 Vo,

fOl[M'(x) —T(x)] 89(x)dx =0 V&9,

U izrazu 2.2.72. da bi vrijedile zadnje dvije jednadZbe mora biti zadovoljen izraz 2.2.73.,

odnosno moraju postojati diferencijalne jednadzbe ravnoteze.

[T"(x) +q(x)] =0
[M'(x) =T(x)] =0

(2.2.73.)
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Dok prve 4 jednadzbe odreduju prirodne rubne uvijete, odnosno;

T(0) = —T, T() =T,

(2.2.74)
M(0) = —M, M) = M,

Da bi se dokazao obrat prvog dijela teorema savijanja Bernoulli-Eulerove grede vracamo se

naizraz 2.2.55. integral f(fM(x)SK(x)dx prikazujemo kao;

i i
f M(x)ék(x)dx = —f M(x)dw" (x)dx
0 0

=M Do) —M(0)p(0) + T(DSw(l) — T(0)dw(0) (2.2.75.)

l
_ f M" ()0 () dx
0

Iz navedenog slijedi uvjet

[ () + q(0160() dx =0 Véw (2.2.76.)

Sada je moguce prikazati diferencijalnu jednadzbu ravnoteze.

M'(x)+qx)=0 (2.2.77))
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2.3. Teorem o virtualnim silama

Teorem o virtualnim silama glasi; kada polja pomaka i deformacija zadovoljavaju sve
kinematic¢ke uvjete, tada je rad vanjskih virtualnih sila na stvarnim poljima pomaka jednak
radu unutranjih virtualnih sila na infinitezimalnim prirastima tih polja i obrnuto. Posto je
zadovoljenje uvjeta ravnoteze analogno radovima stvarnih sila na virtualnim pomacima, onda
je 1 zadovoljenje kinematic¢kih uvjeta analogno radovima virtualnih sila na stavarnim
pomacima. Postoje dvije skupine kinematickih uvjeta, prva skupina su diferencijalni odnosi
pomaka i deformacija, dok je druga skupina rubni uvjeti koje odreduju lezajevi.

Prva skupina kinematickih uvjeta

cx)=u'(x) ili ex)—u'(x)=0 (231)
k(x) =—w"(x) ili k(x)—w"(x)=0
Druga skupna kinematickih uvjeta
ux) =uo,  ul) =17 (232)
wXx) =w, &'@)=-@, oD=w, o'O=-

Za sluc¢aj 2.3.2. u uzduznom smjeru se zahtjeva da je zadan minimalno jedan uvjet, au
popre¢nom smjeru minimalno dva uvjeta.

Prikaz izraza jednakosti radova virtualnih sila za Bernoulli-Eulerovu gredu

SNou(0) + SNu(l) + 6Tyw(0) + 6T w(l) + SMyp(0) + M (1) +
Yi8Pu(x) + % 6Q0(x;) + Xk SMp(xy) + fOZ[Sp(x)u(x) +6q()w(x)]dx = (2.3.3)

[N (0)e(x) + 6M(0)K(x)] dx

Odredeni pomaci 1 zaokreti krajeva grede dogadaju se po pravcima lezajnih veza ili se
zaokreti dogadaju oko osi leZaja, onda su oni ili sprije€eni ili su zadani kao prisilni pomaci i
zaokreti, tada govorimo o geometrijskim rubnim uvjetima. U takvim slu¢ajevima virtualne
sile i momenti koji se dogadju oko lezajeva su zapravo virtualne reakcije. Kada promatramo
slobodne pomake krajeva i njihove pravce, te osi oko slobodih zaokreta njihovi rubni uvjeti su
virtualne sile ili momenti ¢ije vrijednosti mogu biti 0.

U izrazu 2.3.3. pomocu ¢lanova koji se nalaze pod znakom X ukljucili smo u izraz rad
koncentriranih sila i momenata koji su zdani unutar cijelog raspona grede, ti ¢lanovi ukljucuju
sile i momente koji djeluju na krajevima, odnosno rubne uvjete. U promatranom izrazu prvi
redak ¢ine ¢lanovi koji sadrze virtualne pomake. Rad virtualnih sila i momenta, te reakcija
koje se deSavaju na prisilnim pomacima 1 zaokretima lezajeva izrazava se slijedecim

oblikom ., 6R, U,.
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2.4. Metoda jedinicne sile

Kada je zadana neka sila na kosom presjeku i kada vrijedi da je §6M; =0, ép =0 |

6q = 0, te je zadana sila jedini¢na. Iz jednadzbe jednakosti radova virtulnih sila dobivamo;

l
1-d= f [nCEC) +mEIKCI dx = 7,7, (2.4.1)

14

U izrazu 2.4.1. pomocu funkcija n = 6N i m = §M su opisane vrijednosti virtualnih
unutarnjih sila koje urvnotezuju zadanu jedini¢nu silu, a vrijednost r,, uravnoteZuje virtualne
reakcije. Dok d! opisuje orjentiranu duljinu projekcije pomaka hvatista virtualne sile na
pravacu njezina djelovanja.

U slucaju kada je M, = 1, a sva ostala virtualna djelovanja jednaka su nuli, vrijedi

sljedece;

l
19 = [ [100eG) + mGIKGI]dx = ) 15, (242)
0

14

U izrazu 2.4.2. ¢lan ¢ jednak je kutu zaokreta osi grede u hvatiStu odabranog
virtualnog momenta.
Slijede¢i korak je da u izrazima 2.4.1. i 2.4.2. s desne strane jednakosti deformacije

€(x) i k(x) izrazimo kao vrijednosti unutarnjih sila koje su izazvane stvarnim opterecenjem.

_ N )
e(x) = ) kK(x) = ) (2.4.3))

Obratimo li pozornost na temperaturu i njezin utjecaj na deformacije pojedinih

elementa, vrijedi sljedece;

A
&(x) = agty K (x) = atf (2.4.4)
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z h/2

Slika 2.7. Utjecaj topline
1z slike 2.7. vrijedi;

_ td+tg
5T 2

At =ty —t, (2.4.5)

Te je sada moguce izraziti vrijednost orijentirane duljine pojekcije pomaka neke

odabrane tocke na odabrani pravac ili izracunati kut zaokreta osi grede u toj odabranoj tocki.

dh [ N(x) : M(x) At _
<p} = JO n(x) lEA(x) + atsl dx + fo m(x) ) + - dx — zyryvy (2.4.6.)
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2.5. Verescaginov teorem

Promatraju¢i izraz 2.4.6. vidimo da se dva Clana s desne strane jednakosti nalaze pod
integralom. Promatrani ¢lanovi sastoje se od dvije funkcije koje su medusobno pomnozene,

jedna od te dvije funkcije mora biti linearna.

b
1o = [ g.ax (251)

Potrebno je pokazati da vrijedi slijedece:

J12 =61 'gz(xT(gl)) (2.5.2)
g o]
/"_____d__f_'_
: G :
: : X
@ X 16) b
y

Slika 2.8. Prikaz linearne funkcije
Iz slike 2.8. vidljivo je da je sa oznakom §; opisana povrsina ispod nelinearne funkcije oznacene
kao gi, u tocki xr(g,) nalazi se apscisa teziSta povrSine G;. Gledajuc¢i drugi graf primjecujemo da je
linearna funkcija opisana kao g,, a vrijednost te funkcije u tocki x7(g,) j& g2 (xr(g,))- Kao sto je vee
spomenuto g; je linearna funkcija koja se moze zapisati i u ovakvom obliku; g, = kx + m, pa sada
vrijedi;
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b b
Iy = J. g2(x)g1(x)dx = f (kx + m)g,(x)dx
¢ ¢ (2.5.3)

b b
= kf xg,(x)dx +mj g1(x)dx
a a

Prema izrazu 2.5.3. vrijedi da je vrijednost integrala f: g1(x)dx koji se nalazi na samom
kraju izraza unutar ¢lana m fab g1(x)dx jednaka povrsini ispod nelineane funkcije koju smo
opisali sa G,. Dok je vrijednost integrala f: xg,(x)dx koji se nalazi unutar ¢lana

b . . . . 1
k fa x g1 (x)dx jednaka statickom momentu te povrsine s obzirom na os y, pa sada vrijedi;

b
j xg1(x)dx = x7G)G1 (25.4)
a

Pomocu izraza 2.5.4. izraz 2.5.3. moZemo zapisati u obliku

J1,2 = kxrHG1 + mG, = (er(gl) + m) "G = gZ(XT(gl)) "G1 (25.5.)
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2.6. Odredivanje plana polova

Prilikom odredivanja polova nekog sustava potrebno je poznavati osnovni teorem kinematike,

Kennedyev teorem i spojeve izmedu tijela, sve to ¢e biti ukratko objasnjeno u nastavku.

Osnovni teorem kinematike govori da projekcija vektora brzine neke dvije tocke koje se

nalaze na istom nedeformabilnom tijelu na spojnicu tih to¢aka moraju biti jednake.

Kennedyev teorem bitan je teorem prilikom odredivanja polova promatranih tijela, a glasi; tri
relativna pola za tri tijela koja se gibaju u istoj ravnini nalaze se na istom pravcu. Isto vrijedi,
ako zamislimo da je trece tijelo nepomicno, dok su preostala dva pomi¢na, tada mehanizam
¢ine samo dva pomicna tijela. Pa vrijedi da relativni pol ili medupol dva tijela koja se gibaju u

istoj ravnini mora lezati na spojnici apsolutnih polova.

Vazno je poznavati spojeve izmedu tijela, ti spojevi ve¢ su ranije spomenuti u poglavlju 1.1.
no, sada ¢emo ih obraditi malo detaljinije kako bi jasnije opisali odredivanje polova.
Promatrajuéi klizni zglob jasno je da je u promatranoj to¢ki moguéa translacija duz pravca
Klizanja i rotacija oko zgloba. Poznat je takoder i smjer brzine, a prema tome slijeda da je
relativni pol dva tijela koja su spojena kliznim zglobom smjeSten na pravcu koji prolazi kroz
zglob i koji je okomit na pravac klizanja.

Zglobni Stap povezuje gibanje neke dvije toCke od kojih se jedna tocka giba okomito na
spojnicu. Pol dva tijela koja su spojena na ovaj nacin mora se nalaziti na pravcu zglobnog
Stapa.

Kada su tijela spojena pomocu dva neparalelna zglobna Stapa, promatramo kao da su spojena
obi¢nim zglobom, te je pol odreden spojnicom pravaca Stapova.

Kada se pak promatra upeto-klizni spoj (odreduje relativnu translaciju) poznato je da njegov
pol leZi na okomici pravca klizanja koju je moguce postaviti bilo gdje, a sam pol nalazi se u
beskonacnosti.

Dva paralelna zglobna Stapa promatramo kao klizni spoj, jer prilikom odredivanja polova

imaju jednaku funkciju kao klizni spoj, pa je relativan pol takvog spoja u beskonacnosti.
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3. Primjeri zadataka s primjenom metoda virtualnog rada

U ovom poglavlju prikazat ¢e se primjena metode virtualnog rada na primjeru trozglobnog
nosaca i reSetkastog nosaca. Svaki od navedenih zadataka bit ¢e rijeSen i pomocu programa

Dlubal RFEM 5.13, $to je detaljnije prikazano u poglavlju 4.

3.1. Trozglobni nosa¢ - PRIMJER

Trozglobni nosaci sastavljeni su od tri zgloba kao §to i Sam naziv govori i od dva tijela koja su
povezana spomenutim zglobovima medusobno (srednji zglob) i za podlogu. Govorimo o
trozglobnim lukovima kada osi spojenih tijela ¢ine krivulju, a o trozglobnim okvirima kada su
te osi poligonalne. Trozglobni nosai u stvarnosti se najeSée upotrebljavaju na

konstrukcijama tvornickih hala, skladista, mostova...

YN
[

Slika 3.1. Trozglobni okviri

U slucaju trozglobnih okvira uvijek mora biti zadovoljen uvijet geometrijske nepromjenjivosti

(nacin odredivanja objasnjen u poglavlju 1.2.1.).
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Zadatak koji ¢e se obradivati u poglavlju 3.1. Trozglobni nosa¢ zadan je na slijedeci nacin;

ZADATAK;
Potrebno je odrediti horizontalnu komponentu reakcije u zglobnom leZaju ozna¢enom slovom

A

q=100,00 kN/m’
P=100,00 kN P

UL

D C E

rs

2,00m

>

2,00m

pd

,200m  ,100m, 200m 3.00m ,
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3.1.1. Virtualni rad na trozglobnom nosacu

ZADATAK;
Potrebno je odrediti horizontalnu komponentu reakcije u zglobnom lezaju oznac¢enom slovom

A.

q=100,00 kN/m"’
P=100,00 kN P

D C E

E
3
(o]

A S

£ A
S
(o]

5
2,00m ’,1 .00m , 2,00m ~ 3.00m iy

Prvi korak prilikom rjeSavanja ovakvih zadataka je utvrdivanje staticke odredenosti sustava;

Broj stupnjeva slobode gibanja;
S=np-3-1—-2-2,—-4-2,—6-23..—3-2,=0
§=4-3-4-2-1-3-2=0
S=0
Sustav je staticki odreden

Sustav je staticki odreden Sto bi znacilo da je sile u spojevima moguce odrediti iz uvijeta

ravnoteze.

Zatim odredujemo iznose vanjskih djelovanja;

Iznosi vanjskih sila;
kN
Q=q-2m= 1005-2111 = 200kN

P =100 kN
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Virtualni pomaci omogucavaju rad traZzene sile, ali moraju sprijeciti rad svih ostalih sila u

spojevima i lezajevima.
Sustav je potrebno pretvoriti u mehanizam tako da mu oduzmemo jedan stupanj slobode i to

na mjestu i U smjeru trazene sile.

P Qi
|
|

. ¥
C

£

8

o™

il Ran >0

£ A

3

o™

‘ A

B
. 200m 1.00m_, 200m 3,.00m ~

U tocki A nepomicni zglobni lezaj pretvaramo u pomican, odnosno omoguéujemo
horizontalan pomak zgloba. Na ovaj nacin staticki sustav smo pretvorili u mehanizam s
jednim stupnjem slobode, a na mjestu i u smjeru u kojem smo oduzeli jedan stupanj slobode

postavljamo silu R, y, horizontalnu komponentu reakcije u zglobnom lezaju A.
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Nadalje, ovakvom sustavu koji se sastoji od 2 diska, odnosno tijela I i tijela II potrebno je
odrediti polove. Polovi ovog sustava i njihovi pravci oznaceni su plavom bojom. Objasnjenje

oko odredivanja polova sustava dano je u poglavlju 2.6.

|
|
~ P EQ
| ~ |
I ~ |
. |
' |
! = !
N
I C =
N v
a>
E ~
o ~
o ~
N" ~
N
A
L <
N ~
~
] ~
A ~
g ' \
~
=] | N
o~ | ~
AN
|

, 2.00m ’,1,00m P 2,00m ~ 3,00m ,

Vertikalnu udaljenost na kojoj se nalazi pol 1 oznacit ¢emo sa veli¢inom X, tu veli¢inu

moguce je odrediti iz sli¢nosti dvaju oznacenih trokuta;

; im X
. d«w‘r 5m 3m
LT
| -
Lo e iQ 5x =12/:5
x| | = ) i
‘ { | }
Voo
| l ‘Cg______\\'};_____J x = 2,4m
r [ pr—
‘ AD
= |
S | .
ol | Y N
| a
) R as R“ XTJ\ ~ \
E A: N
S | 5
o~ |
! SN

2,00m ’,1,00m , 2,00m y 3,00m




Osnovna pretpostavka prilikom primjene virtualnog rada kako bi odredili trazenu staticku
veli¢inu glasi da promatrani sustav mora biti u stanju ravnoteze. Posto je sustav u ravnotezi i
prema teoremu o virtualnom radu,slijedi da ukupni rad sila koje djeluju na virtualnim
pomacima mora biti nula, odnosno vrijedi ; ZdW = 0

Radimo skicu odabranog polja pomaka za odredivanje trazene reakcije.

Pomaci sustava se projiciraju na dvije osi, vertikalnu i horizontalnu. Mjerilo prilikom
projiciranja je jednako na obje osi i vrijedi da su nagibi pravaca jednaki, odnosno kutovi u

projekcijama su jednaki, oznacit ¢emo ih kao d¢,.

290m
"

2m

200m

I
I
I
|
1
1
! 2,00m
1
1
1
1
1
1

Posto je plan pomaka sveden na plan infinitezimalnih pomaka vrijedi zakon superpozicije i
jednadzbu rada je moguce normirati s bilo kojim iznosom pomaka.
Vazno je napomenuti da je plan pomaka odreden s jednom poznatom geometrijskom

veli¢inom.
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Pocetak konstrukcije projekcije plana pomaka zapocet ¢emo s rotacijom tijela 1 koje je
prouzrokovano djelovanjem sile P, sila P radi pomak dy,. Dok je do rotacije tijela II doslo
zbog djelovanja sile Q, koja radi pomak dy,. Projekcije polova tijela se uvijek nalaze na osi
projekcije, a projekcija medupola dva tijela nije nuzno na osi, ali uvijek se nalazi na
horizontalnoj ili vertikalnoj projekciji oba tijela (podsjetnik; medupol je tocka koja ima
jednako kretanje kao tocka tijela I i tijela II). Vidljivo je iz skice plana pomaka da se tijelo I
rotira za iznos kuta de,, dok je tijelo II zarotirano za iznos kuta d¢,. 1z svega poznatog
moguce je napravit i skicu projekcije tijela na vertikalnu os, zelena crtkana linija oznacava
virtualnu projekciju dijela tijela I, pune linije oznacavaju stvarne projekcije tijela. Vertikalno
projiciranje klju¢no je kako bi mogli odrediti nepoznatu silu. Prema definiciji rada poznato je
da je rad djelovanje sile na nekom putu duz kojeg ta sila djeluje. Dakle, slijede¢i korak je
definirati rad svih sila koje djeluju na sustav, odnosno potrebno je odrediti put na kojem te

sile djeluju.

Jednadzba virtualnog rada za prikazani sustav glasi:

XdW =0
P-dy; +Q-dy, —Ryy-dy; =0

Sada imamo jednadzbu s 4 nepoznanice, ali 3 nepoznanice koje je moguce izraziti preko
trigonometrije su dy,, dy,, i dys.

Funkcija koja povezuje dy; i d¢, je tangens;

2,00m
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Funkcija koja povezuje dy, i d¢, je tangens;

4,00m )

do,

d
tandgp, = %

Funkcija koja povezuje dy5 i d, je tangens;

de,

2,40m

2,00m

) dy;

d
tande,; = 4—31:’

Kod infinitezimalnih kuteva (takve kuteve promatramo prilikom sluzenja metodom virtualnog

rada) tangens kuta jednak je tom kutu, pa slijedi;

tandp, = % — dy; =2de,
tandg, = % — dy, =4dp,
tandg, = % — dy; =4,4dp,
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Sada jednadzba virtualnog rada glasi;

XdW =0
P- Zd(P]_ + Q - 4d(ﬂ2 - RA,H - 4‘,4‘d(p1 =0

Dakle, potrebno je jos dovesti u odnos dvije nepoznanice, a to su d¢, i d¢,. Poznato je da je

pomak medupola zajednicki za tijelo 1 i tijelo II, pa vrijedi;

Sd(P]_ = Sd(pz
do, = 0,6do,

Tako da ukupna jednadZzba virtualnog rada izgleda;

>dW =0
P-dy;+Q-dy, —Ryp-dy; =0

P ) Zd(pl + Q ) 4d(p2 - RA,H ) 4,4’d(p1 == 0

1
P . Zd(pl + Q - 4‘ - 0,6d(P1 - RA,H " 4‘,4‘d(p1 - 0/ _d(p
1

2'P4+4-06-Q—44-R, ;=0
44 Ryy =2+100 + 4+ 0,6 - 200
4,4 R,y = 680 /: 4,4

RA,H = 154’,54’ kN
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3.2. ReSetkasti nosa¢ — PRIMJER

Resetkastim nosa¢im nazivamo nosace koji se sastoje od zglobnih ¢vorova koji su
povezani zglobnim $tapovima. Zglobni Stapovi prenose sile koje dijeluju paralelno s njihovim
osima, dakle u njihovim se presjecima javljaju samo uzduzne sile (vlacne i tlacne), dok sve
ostale rezne sile i momenti is¢ezavaju. Vanjske sile dijeluju na krajevima zglobnih Stapova i
prema prije navedenom takoder su paralelne sa osi Stapa. Nosaci koji su na¢injeni od trokuta
zglobnih Stapova nazivaju se jednostavni staticki odredeni ravninski resetkasti nosaci.

Za slucaj kada ne zanemarujemo vlastitu tezinu Stapova i ako su Stapovi optereceni
vanjskim optereCenjem u poprecnom presjeku Stapa javlaju se poprecne sile i momenti, tada
nosa¢ smatramo resSetkastim.

Slozeni resetkasti nosaci sastoje se od resetki i Stapova.

Slika 3.2. Resetkasti sustavi
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Zadatak koji ¢e se obradivati u poglavlju 3.2. ReSetkasti nosa¢ zadan je na slijedeéi nacin;

ZADATAK;
Potrebno je odrediti silu u Stapu A.

H=4,50 kN
V=6,00 kN

,1,00m

2,00m

i

2,00m 2,00m , 2,00m ,

A Y
-\

2,00m

rl
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3.2.1. Virtualni rad na reSetkastom nosacu

ZADATAK;
Potrebno je odrediti silu u Stapu A.

H=4,50 kN
V=6,00 kN

,1,00m

2,00m

200m ,  200m , 200m _,  200m

,1,00m

rd

2,00m

200m . 200m , 200m _,  200m

Sve $to je ranije navedeno prilikom rjeSavanja virtualnog rada na trozglobnom nosacu vrijedi

i za reSetkasti nosad

Prvi korak je utvrdivanje statiCke odredenosti sustava

Broj stupnjeva slobode gibanja;
S=np-3-1—-2-2,—-4-2,—6-23..—3-2,=0
§=13-3-3-2:2—-4:-3-6:2—-8-1=0
S=0
Sustav je staticki odreden
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Iznosi vanjskih sila;
H = 4,5kN

V =6,00 kN

Sustav je potrebno pretvoriti u mehanizam, na nac¢in da mu oduzmemo jedan stupanj slobode i

to na mjestu i u smjeru trazene sile. U ovom slu¢aju ukidamo $tap A i na njegovo mjesto

postavljamo silu a.

,1,00m
XL
o
\i
N
—71>
<

2,00m

\ WAW © o o %

200m , 200m , 200m _, 200m

rl

Nakon toga potrebno je odrediti polove sustava i posto je trazena sila kosa sila, potrebno ju je

rastaviti na njenu horizontalnu i vertikalnu komponentu.

,1,00m
L
[0}
N
I\
—p
<

2,00m

200m , 200m , 200m _, 200m
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Promatrani sustav mora biti u stanju ravnoteze i prema teoremu o virtualnom radu, vrijedi da
jezdw =0

Radimo skicu odabranog polja pomaka za odredivanje trazene sile.

Pomaci sustava se projiciraju na dvije osi, vertikalnu i horizontalnu, a mjerilo prilikom

projiciranja je jednako na obje osi i vrijedi da su nagibi pravaca jednaki.

________ b ol l Ly _mEn®FL o _ _______._ dys 3dgp,
DE | | V
S | H a=in27 g a a-qcsﬁ&l
N ___ L___ S e N 2dg | _ J/_ ________
i I | @S2 | I 1 dy,

I I I I 1
DE I | | I I —Ta
O I I I I 1
™ | | | | 1 dei dez

@I I I I @ @ @

B 0

200m " 2.00m » 2.00m » 2.00m

vl

2-|i:|q:1 T 2-do,
! 4-doy14.de,
| |

I

I

sin 27° = 0,454
cos27° = 0,891
sin63° = 0,891
cos 63° = 0,454

Pocetak konstrukcije projekcije plana pomaka zapocet ¢emo s rotacijom tijela I koje je
prouzrokovano djelovanjem sile V,sila V radi pomak dy,, taj dio crta se na horizontalnoj
projekciji posto je sila V vertikalna sila. Posto smo odredili polozaj tijela II i poznata nam je
pozicija medupola ova dva tijela moguce je odrediti polozaj tijela I na horizontalnoj
projekciji. Poznati su pretpostavljeni iznosi kuteva d¢, 1 d¢,, pa je moguce nacrtati i

vertikalnu projekciju i polozaje tijela. Tako je konstrukcija virtualnih pomaka za zadani
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sustav zavrSena, samo je potrebno to¢no naznaciti pomake koje prouzrokuju sva vanjska
djelovanja. Nadalje, potrebno je definirati rad svih sila koje djeluju na sustav, odnosno
potrebno je odrediti put na kojem te sile djeluju.

Jednadzba virtualnog rada za prikazani sustav glasi:
Xdw =0
H-dy, +V-dy, +sin(27°) -a-dy;
—cos(63°) -a-dy, —cos(27°) -a-dy, —sin(63°) -a-dys =0

Dobivamo jednadzbu s 6 nepoznanica,ali 5 nepoznanica je moguce povezati pomocu
trigonometrije, a to su dy;, dy,, dys, dy, i dys.

Funkcija koja povezuje dy; i d¢, je tangens;

dy,

do,

2,00m

d
tandg, = %

Funkcija koja povezuje dy, i d¢, je tangens;

2,00m

/
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Funkcija koja povezuje dy5 i d, je tangens;

do,

2,00m

2

d
tandp, = %

Funkcija koja povezuje dy, i dg, je tangens;

L, 200m ,  200m

dy,
dos
d
tandgp, = %
Funkcija koja povezuje dys i dg, je tangens;
. dys
=
o
o—\
=
3
N" d(p2
d
tandg, = %



Podsjetnik;kod infinitezimalnih kuteva tangens kuta jednak je tom kutu, pa slijedi;

tandp, = % — dy, = 2de,
tandgp, = % — dy, =2de,
tandp, = % — dy; =2de,
tandg, = % —  dy,=4dg,
tandg, = 225 —  dys =3do,

3

Sada jednadzba virtualnog rada glasi;
dw =0
H-2dp,+V-2de, +sin(27°)-a-2de,
—cos(63°)-a-4dep, —cos(27°)-a-2dp,; —sin(63°) -a-3dp, =0

Nepoznanice d¢, | d@, povezujemo pomocu ¢injenice da je pomak medupola zajednicki za
tijelo I 1 tijelo II.
4dep, = 4do,
dp, = de;
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Konac¢na jednadzba virtualnog rada za prikazani sustav je oblika;
ZdW =0

H-dy; +V -dy, +sin(27°) -a-dy; — cos(63°) -a - dy, — cos(27°) -a - dy; — sin(63°) -
a-dys=0

H-2dp,+V-2de, +sin(27°)-a-2dep, —cos(63°) -a-4dp, —cos(27°) -a -
2dp; —sin(63°)-a-3dp, =0

H-2dp,+V-2dp,+0,454a-2dp,; — 0,454a-4dyp, — 0,891a-2d¢e,; — 0,891a -
Bd(pz = 0

H-2dp,+V-2dp,+0454a-2dp, — 0,454 a-4d¢p,; — 0,891 a-2dp, — 0,891a -
3d(p1 = 0

H-2dp,+V-2dp,+0454a-2dp, — 0,454 a-4d¢p,; — 0,891 a-2dp, — 0,891a -
1
3d(p1 = O/d_(p1

H-2 +V-2 +0454a-2—0454a-4—0,891a-2—0,891a-3 =0
45-2 +6-2 +0,454a-2 —0,454a-4—0,891a-2—0,891a-3 =0
0,454a-2 — 0,454 -4 —0,891a -2 — 0,891a -3 = —21
—5,363a = —21/: (=5,363)

a =3916 kN
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4. Usporedba i provjera pomoc¢u programa Dlubal RFEM 5.13.

4.1. Dlubal RFEM 5.13.

Dlubal RFEM 5.13 za analizu kona¢nih elemenata je software za modeliranje i strukturnu
analizu.

Program sluzi za efikasno i relativno jednostavno modeliranje, kao i strukturalnu analizu i
dizajn 2D 1 3D modela. Takvi modeli sastoje se od osnovnih oblika kao S§to su
ploc¢e,preklopljene ploce, zidovi, grede , stupovi, ljuske i drugi.

Program nudi moguénost definiranja strukture, materijala i opterecenja za ravne povrsine kao
i za prostorne sustave.

Proracunava deformacije, unutrasnje sile, naprezanja, reakcijske sile, naprezanja koja se

javljaju prilikom kontakta konstrukcije s tlom i jo§ mnogo toga.

9 RFEM 5.12.01 x64 - [gerber]
-

Comment

e Sugmots | Une Finges | Gons Secions | ember inges | Webar Eccertaches | Member O | embers | Wmber B oundabors | Nember Nordresties | Ses of Wembers | FE Wesh Rebnmerts | Nodal Aesaes | L etease Tyoes | e Aeesaes | Cormection o To Wembers | dorts [Vod Corsrarts

5RO [GRID. [CARTES [oSwAP [Ges ot

Slika 4.1. Sucelje programa Dlubal RFEM 5.13.
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4.2. Trozglobni nosa¢

Usporedba iznosa horizontalne komponente reakcijske sile u lezaju A rjeSene metodom

virtualnog rada sa rjeSenjem dobivenim u programu Dlubal RFEM 5.13.

ZADATAK;
Potrebno je odrediti horizontalnu komponentu reakeije u zglobnom lezaju oznaéenom slovom

A
gq=100,00 kN/m'

P=100,00 KN P
q

N . ' v L4 1 ‘

D C E
5
D—
o
£ A
8
[}

B
4 200m _ 100m, 200m 3,00m ,

Podsjetnik : metodom virtualnog rada horzontalna komponenta reakcije u zglobnom lezaju A
iznosi ;
RA,H = 154,54 kN

LC 1: OPTERECENJA Isometric
Loads [kN/m], [kN] 100,000
00.000
[

-\\H\\

2.000

2.000

—
1.000

3.000

Slika 4.2. Opterecenja na trozglobni nosac - izometrija
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LC 1: OPTERECENJA
Loads [kN/m], [kN]

100.000

100.000

2.000

2.000

L.

2.000

1.000

2.000

3.000

In Y-direction

Slika 4.3. Opterecenja na trozglobni nosac — djelovanja u 'y smjeru

LC 1: OPTERECENJA
Loads [kN/m], [kN]
Support Reactions[kN]

100.000

100.000

2.000

5

2.000

z

In Y-direction

L..

2.000

1.000

2.000

3.000

Max P-X': 154.55, Min P-X": -154.55 kN
Max P-Y': 0.00, Min P-Y": 0.00 kN
Max P-Z': -136.36, Min P-Z": -163.64 kN

Slika 4.4. Opterecenja na trozglobni nosac¢ — iznos reakcijskih sila

Na slici 4.4. prikazane su reakcijske sile pomoc¢u svojih komponenta koje djeluju u x iy
smjeru. Prema softwareu Dlubal RFEM 5.13. iznos horizontalne komponente reakcijske sile u

lezaju A je 154,55 kN, dok je iznos iste komponente dobiven metodom virtualnog rada

154,54 kN, dakle razlika u ova dva rezultata iznosi 0,01kN.
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LC 1: OPTERECENJA In Y-direction
Internal Forces N

-136.36

-223.64

| L.

Max N: -136.36, Min N: -223.64 [kN]

Slika 4.5. Opterecenja na trozglobni nosac¢ — iznos uzduznih sila

LC 1: OPTERECENJA In Y-direction
Internal Forces V-z

-163.64

e

36/36 36.36

-154.55

25.45

| L.

Max V-z: 136.36, Min V-z: -163.64 [kN]

Slika 4.6. Opterecenja na trozglobni nosac — iznos poprecnih sila
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LC 1: OPTERECENJA In Y-direction
Internal Forces M-y -309.09

-127.27

\r\y\ ,/’ \
-309.09

L. L.

Max M-y: 6.57, Min M-y: -309.09 [kNm]

Slika 4.7. Opterecenja na trozglobni nosa¢ — iznos momenata
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4.3. ReSetkasti nosac

Usporedba iznosa sile u Stapu A rjeSene metodom virtualnog rada sa rjeSenjem dobivenim u

programu Dlubal RFEM 5.13.

ZADATAK;
Potrebno je odrediti silu u §tapu A.

H=4,50 kN
V=6,00 kN

1,00m

2,00m

200m _,  200m _, 200m __  2,00m

Podsjetnik : metodom virtualnog rada sila u Stapu A iznosi ;
a=3,916 kN

LC 1: OPTERECENJA Isometric

Loads [kN]

1.000

2.000

Slika 4.8. Opterecenja na resetkasti nosac — izometrija
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LC 1: OPTERECENJA In Y-direction
Loads [kN]

1.000

I 4.500

2.000

6.000

i_. 2.000 2.000 2.000 2.000

Slika 4.9. Opterecenja na resetkasti nosac¢ — djelovanja u 'y smjeru

LC 1: OPTERECENJA In Y-direction
Loads [kN]
Support Reactions[kN]

I 4.500

6.000

Max P-X': 0.00, Min P-X": -4.50 kN
Max P-Y': 0.00, Min P-Y": 0.00 kN
Max P-Z': 5.63, Min P-Z": 0.38 kN

Slika 4.10. Optereéenja na reSetkasti nosac¢ — iznos reakcijskih sila
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LC 1: OPTERECENJA In Y-direction
Internal Forces N

L.

Max N: 7.95, Min N: -5.63 [kN]

Slika 4.11. Opterecenja na resetkasti nosac — iznos uzduznih sila

Na slici 4.11. prikazane su uzduzne sile koje se javljaju u svim Stapovima resetkastog nosaca,
prema tome prikazana je i sila koja se javlja u Stapu A. Prema rjeSenju prikazanom na slici
4.11. iznos te sile je jednak 3.91 kN, dok rjeSenje dobiveno metodom virtualnog rada iznosi
3.916 kN. Razlika izmedu ova dva rezultata jednaka je nuli ili bi se eventualno javila u trecoj

decimali.
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5. Zakljucak

Ovaj diplomski rad bavi se statickim sustavima i metodom virtualnog rada koja se
primjenjuje na staticki odredenim sustavima. Predstavljeni su uvijeti koje sustav mora
ispunjavati da bi se smatrao geometrijski stabilnim i1 na¢in na koji se odreduje staticka
odredenost sustava.

Metoda virtualnog rada primjenjena je na primjeru dva staticki odredena sustava, a to su
trozglobni nosac 1 reSetkasti nosac¢. Detaljno je objasnjena sama metoda virtualnog rada i njen
princip. Na samom kraju rada odradena je usporedba rezutata koji su dobiveni pomocu
metode virtualnog rada i rezultata koji su dobiveni pomocu software-a Dlubal RFEM 5.13.
Prilikom usporedbe rezultata koji su dobiveni za trozglobni nosa¢, metodom virtualnog rada
dobiven je rezultat R, ; = 154,54 kN, a software-om je dobiven rezultat trazene silu u iznosu
od R,y = 154,55 kN, dakle razlika izmedu ova dva rezultata iznosi 0,01kN. Dok,
promatrajuci staticki sustav reSetkastog nosa¢a metodom virtualnog rada za trazenu silu
dobivamo iznos a = 3,916 kN, a pomocu programa Dlubal RFEM 5.13. za trazenu silu
dobivamo rezultat a = 3,91 kN, dakle u ovom slu¢aju razlika izmedu ova dva rezultata je
jednaka 0 ili se javlja tek u tre¢oj decimali.

Prema ovim rezutatima, mogucée je zakljuciti da je metoda virtualnog rada poprili¢no
to¢na metoda i da je primjenjiva kada na zadanom stati¢ki odredenom sustavu imamo potrebu
odrediti samo jednu traZzenu veli¢inu bez odredivanja svih reakcijskih sila 1 unutarnjih sila
koje nam za zadanu problematiku nisu potrebne. Ova metoda je i relativno brza i jednostavna

za inZenjere koji su upuceni u njenu provedbu.
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